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§ 1. В в е д е н и е 

1. В о в с я к о м п р о с т р а н с т в е , г д е о п р е д е л е н ы г е о д е з и ч е с к и е л и н и и , 
е с т е с т в е н н о н а з в а т ь л и н е й ч а т о й п о в е р х н о с т ь , о б р а з о в а н н у ю г е о д е з и ­
ч е с к и м и . П р е д м е т н а с т о я щ е й р а б о т ы с о с т а в л я ю т т а к и е п о в е р х н о с т и 
в м е т р и ч е с к и х п р о с т р а н с т в а х . 

Л и н е й ч а т а я п о в е р х н о с т ь в э в к л и д о в о м п р о с т р а н с т в е и м е е т в с ю д у 
н е п о л о ж и т е л ь н у ю к р и в и з н у . Э т о с в о й с т в о о б о б щ а е т с я на л и н е й ч а т ы е 
п о в е р х н о с т и в р и м а н о в о м п р о с т р а н с т в е в в и д е с л е д у ю щ е й т е о р е м ы : 

Кривизна линейчатой поверхности не больше кривизны про­
странства'^ т о ч н е е : пусть F —регулярная линейчатая поверхность 
в римановом пространстве R} KF (А)— внутренняя кривизна по­
верхности F в точке A, a KR (A, F) — кривизна пространства R 
в той же точке А „вдоль поверхности F", т. е. в направлении 
двумерного элемента, касающегося F; тогда имеет место неравен­
ство 

KF{A)<KR{A, F). ( 1 ) 

В с а м о м д е л е , к р и в и з н а с е ч е н и я л и н е й ч а т о й п о в е р х н о с т и в д о л ь 
о б р а з у ю щ е й р а в н а н у л ю , а п о т о м у э к с т р е м а л ь н ы е з н а ч е н и я н о р м а л ь -

ых к р и в и з н , т . е . г л а в н ы е к р и в и з н ы kv k2 н е м о г у т б ы т ь о д н о г о 
з н а к а ; т а к ч т о kxk2 < 0 . С о г л а с н о ж е и з в е с т н о м у о б о б щ е н и ю т е о р е м ы 
Гаусса ( [ 5 ] , стр. 176) 

* > = * * + М » (2 ) 

о т к у д а , в в и д у кгк9<0, и с л е д у е т н е р а в е н с т в о ( 1 ) . 
Р е з у л ь т а т д а н н о й р а б о т ы с о с т о и т в о б о б щ е н и и у к а з а н н о й т е о р е м ы 

на л и н е й ч а т ы е п о в е р х н о с т и в м е т р и ч е с к и х п р о с т р а н с т в а х , п о д ч и н е н ­
ных е д и н с т в е н н о м у у с л о в и ю , ч т о к а ж д а я т о ч к а и м е е т о к р е с т н о с т ь , 
где л ю б ы е д в е т о ч к и с о е д и н и м ы о т р е з к о м и л и , ч т о т о ж е с а м о е , 
к р а т ч а й ш е й , т . е . к р и в о й , д л и н а к о т о р о й р а в н а р а с с т о я н и ю м е ж д у е е 
к о н ц а м и . Н и ж е м ы т о ч н о ф о р м у л и р у е м с о о т в е т с т в у ю щ у ю т е о р е м у . 

2 . М ы б у д е м п о с т о я н н о р а с с м а т р и в а т ь о б л а с т ь R н е к о т о р о г о 
м е т р и ч е с к о г о п р о с т р а н с т в а , л ю б ы е д в е т о ч к и к о т о р о й с о е д и н и м ы 
0 т Р « з к о м . К а к с а м о т р е з о к , с о е д и н я ю щ и й т о ч к и Л , В и л и X, Y 

1 т - п. , т а к и е г о д л и н а , т . е . р а с с т о я н и е м е ж д у э т и м и т о ч к а м и , 
^ о з н а ч а ю т с я о д и н а к о в о : ABt KY и т . п, 

Л и н е й ч а т ы м и м ы н а з ы в а е м п о в е р х н о с т и в R% с о с т а в л е н н ы е и з 
о т р е з к о в , о б р а з у ю щ и х п о в е р х н о с т и . ( Э т о о п р е д е л е н и е б у д е т у т о ч н е н о 
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о а с с м о т р е н и и т р е у г о л ь -
Ь а е т с я на Н й м а е м верХни угол; 
д у Д а л ь ^ . н и к а Л ^ С е с т ь в е р х н и й 
Л т р е у о ^ л Г й * Л з * е с ь и 1 

при в € Р ^ о " Д С ? „ п п о с т р а н с т в е и л и на 
• 2 £ M V K с т о р о н ^ / ^ ' М е т р и ч е с к о м Д * Р _ и з б т 

v r o I м е ж д у г
е ^ т о е у г о л ь я и к в * е{Г0 у г л ы , а ° v ) 

П 3 ^ и f О б о з н а ч и м * | % * 
поверхности r % ; f ^ (3) 
величину а Г П = <* + " " + • ' 

n ' , „ „ * , r o с т о р о н а м и т о й ж е 
л тпРУГОЛЬНИК CU ^ ^ F 

0 0 г ° п л о с к и й т р е у * т п Р У г о л ь н и к а / и . 
Обозначим ч е р е з ^ з 5 ( П - м о ^ Х ^ « « ^ в от0™е Л -

длины, что и Л а ч е й кривизна пи 
Введем понятие . е-? л о й , 

Его м о ж н о о п р е д е л и т ь ф о р м у 

bW ттля т р е у г о л ь н и к о в Т на 
т . е. как верхний п р е д е л о т н о ш е н и я ^ Д - * 

п„ V ^ O B H H ч т о т р е у г о л ь н и к и с х о д я т с я к т о ч к е л . 
поверхности при у с л о в и и , ч т о w У Т О Ч Н О т а к ж е о п р е д е ­

л и этом для К ^ С ^ Я
( А Г ^ ^ ^ * в точке Л , е с л и п о д ляется верхняя кривизна KR{A) п р о с т р а н с т в е ! п 

Г T i f f Г л а ^ ю т т е м н е у д о б с т в о м ч т о в н и х п р и * , -
дится исключать т р е у г о л ь н и к и Г, д л я к о т о р ы х S ( P ) = 0 , т . Щ т а к и е , 
у которых сумма д в у х с т о р о н р а в н а т р е т ь е й . П о э т о м у д л я н а ш и х 
целей оказывается б о л е е у д о б н ы м н е с к о л ь к о д о п о л н и т ь э т и о п р е д е ­
ления . 2 

Именно , о п р е д е л и м д л я т р е у г о л ь н и к а Т в е л и ч и н у К{Т) — к а к б ы 
усредненную е г о к р и в и з н у — с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

АГ(Г) = + о о п р и S ( r > ) = 0 и 5 ( Г ) > 0 , 

ч К(Т)=-оо при 5 ( Г ° ) = 0 и 8 ( Г ) < 0 . 

Верхнюю к р и в и з н у п о в е р х н о с т и ^ т о ч к е А о п р е д е л я е м к а к 

КАА) = ШК(Т). ( 4 ) 

\ ^ ^ ™ * ^ F Z i ! S m ? T ! T nP°cmP^cmea R в точке 
обозначаем KR(A, F), о п р е д е л я е т е £А в е л ™ а , к о т о р у ю м ы 
[ н м н ^ ф е у ^ н и к а м и Г. Р 6 Д е л я е т с я т о » ж е ф о р м у л о й ( 4 ) , н о с д р у -

1 Определение » » , „ „ 
Угадмик н д образуете - f у г л а * a «o в | ц „ „ 
З Й Г Г " о ? 5 ^ S c 2 8

РгойЯ
 п ? Г К а м и ^ А С . В ° В С Р О

я
И З В е Д е н о ^ к ж е в [2]. Тре-

» В «ТР53Г ( Ч » т м в З п ° ° е Р " о с т и . н . исключ, I Н а ^ р х и о с т и F - к р а т -
• П<хыо1^ш1ш " 0 < в * « 1 и

Р Ш И Н ы 4 . в с ™ ^ Р о ж д е н и е треуголь-
4 Т Й Й ^ Й * Т Р 4 Г О Л Ь Н И К И Т° Э Т 0 лопоадеинор д а С ч и т ^ т с я различными. 

£ ( £ ) - О . Н о 0 1
в ° ' ? " °* 'но*™ К т о ч к и Р а Г ° С И Л Ь н ^ ' Д а н н о " Г д е л е н и е . Допускающее 

« «Р«тч.ашей. 0 М МУ<»«. как fiv»" Л д л я всех т ° м у ' к Р о м е одного случая, 
°УД« показано, окоеД. У Г О Л ь н и к о в Т площадь 

«рестность TOOVU л „поится т о ч к и Л сводится 



Ланей чатые поверхноеп 
^ р и ч е с к и х npoci sax 

Б у д е м г о в о р и т ь , ч т о mpev?n „ 
К д о > поверхность F, е с л и е г п * e Я опирается на линейна* 

2 р а и з е г о с т о р о н л е ж и т на в ^ р ш и н ы л е ж а т на F и к т о м у ж е 
д а л е е г о в о р и т ь , ч т о т р е у г о л ь н и к т ^ 7 п ^ К п о в е Р х н ° с ™ Л Б У д е м 

• • Д Ь и е с л и о н о б р а я о р я п ~~ Л О £ о т с е к а е т с я о т т р е у г о л ь н и к а 
: * * № п о с л е д н е г о и о т р е з к о м Л Р ? е З К а м и Л О ' л я с т о р о н Л В , Л С 

Величина 1<п (Л F\ 1 п А ( н е И С К Л 1 ° ч а я , ч т о D - Д , Я - С ) . 
* v j rопределяется формулой 

К* (A, F ) = iIrtT / С ( Л (б ) 

W e Г — т р е у г о л ь н и к и , О Т С Р ^ Я А ^ Т * !! 
F - п р и ч е м д л я 7? г л ° 1 С е к а е м ы е о т т р е у г о л ь н и к о в , о п и р а ю щ и х с я 

I г , п р и ч е м д л я / ^ ( Л , F) д о п у с к а ю т с я , к а к и д л я 7 С ( Л ) , з н а ч е ­
н и я ± <» . р } 

шпи п ( п п г т п я н г т « / о Г 1 Л Я р Н 0 Й л и н е й ч а т о й п о в е р х н о с т и F в р и м а н о -
*° *1* АР™Z R т Р е У г о л ь н и к и Г, о п и р а ю щ и е с я на F и с х о д я щ и е с я 
JC т о ч к е л , с х о д я т с я п о н а п р а в л е н и ю к д в у м е р н о м у э л е м е н т у , к а с а ю ­
щ е м у с я F в т о ч к е Л . П о э т о м у в э т о м с л у ч а е в е л и ч и н а Кк ( Л , F) 
е с т ь к р и в и з н а п р о с т р а н с т в а R в н а п р а в л е н и и э т о г о д в у м е р н о г о э л е ­
м е н т а . ) 

Н а ш е о п р е д е л е н и е в е л и ч и н ы KR ( Л , F) к а с а е т с я т о л ь к о л и н е й ­
ч а т ы х п о в е р х н о с т е й F. М о ж н о о с в о б о д и т ь с я от э т о г о о г р а н и ч е н и я . 
О д н а и з т а к и х в о з м о ж н о с т е й б у д е т р а с с м о т р е н а в § 5 . 

3 . Т е п е р ь м ы м о ж е м ф о р м у л и р о в а т ь н а ш о с н о в н о й р е з у л ь т а т . 
Т е о р е м а 1 . Пусть F—линейчатая поверхность в метрическом 

пространстве / ? , в котором каждая точка имеет окрестность, 
любые две точки которой соединимы отрезком. Тогда в любой 
точке А поверхности F имеет место неравенство 

| ; KP{A)<KR(A,F). ( 6 ) 

Т о т ф а к т , ч т о т е о р е м а 1 о т н о с и т с я к ч р е з в ы ч а й н о о б щ и м м е т р и ­
ч е с к и м п р о с т р а н с т в а м , н е и м е е т о с о б о г о з н а ч е н и я , т а к к а к , в о о б щ е 
г о в о р я , в о б щ е м м е т р и ч е с к о м п р о с т р а н с т в е KR(A, F) = co, а т о г д а 
н е р а в е н с т в о ( 6 ) т р и в и а л ь н о . 1 О н о и м е е т з н а ч е н и е п р и у с л о в и и к о н е ч ­
ности к р и в и з н ы К». В с в я з и с э т и м в в е д е м с л е д у ю щ е е о п р е д е л е н и е . 

" Б у д е м г о в о р и т ь ч т о метрическое пространство R имеет кри­
визну" < К е с л и * 1 ) ' к а ж д а я е г о т о ч к а и м е е т о к р е с т н о с т ь , _ л ю б ы е д в е 
т о ч к и к о т о р о й с о е д и н и м ы о т р е з к о м ; 2) в к а ж д о й т о ч к е X, KR(X) < к . 

И з т е о о е м ы 1 о ч е в и д н о с л е д у е т 
Т е о п е м а 2 Линейчатая поверхность в пространстве с кривиз­

ной < / < Р с а м а оказывается в смысле ее внутренней метрики про-
транством \с кривизной < К (если только она вообще имеет 

Щтреннюю метрику). 3 н о й < К б ы л о в в е д е н о м н о ю в [21, 
П о н я т и е п р о с т р а н с т в а с к р т в н з ^ ^ ^ в ы с к а з а ш о г а fob 

«о д а н н о е т а м о п р е д е л е н и е о т л и э к в и в а Л е н т н о с т ь о б о и х о п р е -
а о е п р о и з в е д е м е г о в § 2 . и м е е к а к м ы н е з а в и с и м о о т 
Д е л е н и й , н о о н а н е б у д е т н а м н у ж п , 

1 Например, на 
*5ентрально симметр 
^ообще, финслерово пространство, 

****ся римановым. 

с метрикой Минковского (когда за круг принята 
t плоскости с J6ucfb% отличная от эллипса_)_ всюду К = оо. 
ичная выпуклая ^ ^ ^ х K O T O p o r 0 j к < + ^ ок&Шш 
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5 ' 2 д л ~ п р о с т р а н с т в с к р и в и з н о й < К в с м Ы С л , 

S S ^ S S S T да"н°оРгоМв [21 . в п У 1 1 0 С Т Я к а к п о в е р х н о с т и , о б р а з о в а н -

я о й н е п р е р ы в н ы м с е м е й с т в о м к 
, т ь с л е д у ю щ и м о б р а з о м . „ о п р е д е л я е т с я н е п р е р ы в н ы м 

Л и н е й ч а т а я п о в е р х н о с т ь / г в, К Р к в а д р а т а Q (0 < г, s « 1 } 

о т о б р а ж е н и е м п р я м о у г о л ь н и к а в ч а ю щ и х у с л о в и я х . 
в п р о с т р а н с т в о R: V, s ) - > ^ V» *J ' £ . о т р е з о к ( н е и с к л ю ч а е т с я 

~ О в р м « « д а ^ * г а ^ н ^ К О Н ц ы Р о т р е з к а * ( * , 0 ) = л „ 
е г о в ы р о ж д е н и е в т о ч к у ; , и « и з п " 
Л Ч * . ! ) = £<• , . к о т о р о м в с е о т р е з к и ktBt 

2 ) Н е т т а к о г о и н т е р в а л а ft, & , н а к о т о р б | ^ 
с в о д и л и с ь б ы к т о ч к а м ( т а к ч т о п о в е р х н о с т ь 
к к р и в о й ) и л и с о в п а д а л и . п р я м о у г о л ь н и к о в Q и /> 

3 ) Д в а о т о б р а ж е н и я X(t,^в), К ( я , « J п р У 
п п о р я е л я ю т О Д Н У и т у ж е п о в е р х н о с т ь I U I A U n IW ^ , А « 
о н и п е р е Г д я т с Т д р у / в д р у г а т о п о л о г и ч е с к и м с о о т в е т с т в и е м п р я м о ­
у г о л ь н и к о в Q и Д п р и к о т о р о м л и н и и r = c o n s t с о о т в е т с т в у ю т л и н и я м . 
и = c o n s t . , 

Т а к к а к о т о б р а ж е н и е X(t, s) н е п р е д п о л а г а е т с я в з а и м н о о д н о ­
з н а ч н ы м , т о п о в е р х н о с т ь д о п у с к а е т о с о б е н н о с т и , п р е ж д е в с е г о с а м о ­
п е р е с е ч е н и я . П о э т о м у п о д т о ч к о й п о в е р х н о с т и п о н и м а е т с я , с о г л а с н а 
о б ы ч н о м у в э т о м с л у ч а е у с л о в и ю , н е п р о с т о т о ч к а п р о с т р а н с т в а F, но* 
с к о р е е п а р а : т о ч к а X(t, s)£Rn т о ч к а (*, s) к в а д р а т а Q. С о о т в е т с т в е н н о , 
п о д к р и в о й на п о в е р х н о с т и г п о н и м а е т с я н е п р е р ы в н о е о д н о п а р а м е т -
р и ч е с к о е м н о ж е с т в о т а к и х п а р . Т о ч н о т а к ж е о т р е з к и AfBt при* 
р а з н ы х t с ч и т а ю т с я р а з л и ч н ы м и , х о т я б ы о н и и с о в п а д а л и . 

К у с л о в и я м 1—3 м о ж н о д о б а в и т ь е щ е с л е д у ю щ е е . 
4 ) Е с л и д в е т о ч к и X, Y п о в е р х н о с т и F н е т о л ь к о с о в п а д а ю т , н о 

в к в а д р а т е Q с у щ е с т в у е т с о е д и н я ю щ а я и х п р о о б р а з ы к р и в а я , ц е л и к о м 
о т о б р а ж а ю щ а я с я в т о ч к у Х = Y, т о т а к и е т о ч к и о т о ж д е с т в л я ю т с я . 
( П р и м е р п р е д с т а в л я е т д в о й н о й к о н у с , о б р а з о в а н н ы й о т р е з к а м и , с е р е ­
д и н ы к о т о р ы х л е ж а т в о д н о й т о ч к е А. Т а к а я т о ч к а с ч и т а е т с я з а о д н у 
т о ч к у п о в е р х н о с т и . ) 

Е с л и л ю б ы е д в е т о ч к и п о в е р х н о с т и F с о е д и н и м ы н а F к р и в о й 
к о н е ч н о й д л и н ы ( д л я ч е г о д о с т а т о ч н о , ч т о б ы с у щ е с т в о в а л а х о т я б ы 
1 Н " ™ к а * к Р и * а я > п е р е с е к а ю щ а я в с е о б р а з у ю щ и е ) , т о д л я к а ж д о й 
п а р ы т о ч е к X, Y н а F о п р е д е л я е т с я и х р а с с т о я н и е ?P(XY) н а п о в е р х -

к о и в н Г ' n f Т ° Ч Н а Я Н Й Ж Н Я Я г р а н и ц а даивГ у е д и н я ю щ и х э т и т о ч к и 
S S r a e i S т я ° Г ^ п Н ° С Т , И п о в е Р х н о с т и ™ т о ч н а я н и ж н я я г р а н и ц а 
S S 5 S 3 ' И v r / n l t Д ̂  Д В е Т ° Ч К И c o e ™ * * b i Н а п о в е р х н о с т и 
э т о ^ с ^ Ь и е о У т ™ п 1 е Г К ° з а к Л ю ч и т ь > ч т о W * р а з л и ч н ы х т о ч е к 
« т р ^ ^ Л о о с т о ^ о ? г ^ П ° Э Т ? М У ^ р х н о с т ь о к а з ы в а е т с я 

« i ^ o S r V n T ^ м е т р и к о й Ё Ш П о н я т й Я ' 
п р о с т р а н с т в у . Р " ^ Ж 0 Т Н 0 С Я Т С Я к э т о м у м е т р и ч е с к о м у 

т о ж е т , о д н а к о , с л у ч и т ь с я ч т о T A U V „ TTO 

с о е д и н я ю т с я к р и в о й к о н е ч н о й д л и н ы и ™ ? р а З Н Ы Х о б Р а з у ю щ и х не . 
в н у т р е н н е й м е т р и к и П О И М Р П П ™ 1 Т о г д а п о в е р х н о с т ь н е и м е е т 
д о с к о й к р „ в о й Г н а п р ; Р

м ^ е ^ П ^ в 1 7 п ! Т » Ц й Л И Н Д Р с и с п р я м л я е м о й 
п р а в л я ю щ е й . Т а к а я п о в е р х н о с т ь I• ™ В е и е Р Ш т Р а с с а , в к а ч е с т в е я а -
м ^ Р и и . Д м х н а р а < х м а ? Ж ^ ; к

с т ° ™ 3 Р е н и я е е в н у т р е н н е й г е о -
» о п р е д е л я е т с я л и ш ь д л я точек c o f n Z 6 0 ^ н е с в я з н а я " . Р а с с т о я н и е 

т о ч е к , с о е д и н и м ы х к р и в о й к о н е ч н о й д л и н ы , 



— ^ J ^ J ^ e p x H o c T i 
ких пространствах 

й п о в е р х н о с т ь с т о ч к и з р е н и я 
н а . м е т р и ч е с к и с в я з н ы е ' * к о м п о н * в н ^ т Р е и н е и г е о м е т р и и р а с п а д а е т с я 
л е я о р а с с т о я н и е pF, д л я у К а з а н

 ы ' в к а ж Д о й и з к о т о р ы х о п р е д е -
и я л и н д р а т а к и м и к о м п о н е н т а м ~ ° т о л ь к о ч т о „ в е й е р ш т р а с с о в а " 

п о в е р х н о с т и , т о о к р е с т н о с т ь ^ " Я ^ А С а м а С к а з ы в а е т с я к о м п о н е н т н о й 
о б р а з у ю щ е й . В н е й П Г А ~ ) о й е е т о ч к и Л с в о д и т с я к о т р е з к у 

р ш ' л г " • «•«•«щ л и м и о н е н т а м и т / о я « ^ . з ^ к ш . к 
j6o о б р а з у ю щ а я п о в е р х н о с т и ^ Ы В а ю т с я о б Р а з У ю щ и е . Е с л и к а к а я -
> в е р х н о с т и , т о о к р е с т н о с т ь л я л С а м а о к а з ы в а е т с я к о м п о н е н т н о й 

] р а з у ш щ е й ; В н е й в с е T o e v r е е т о ч к и л с в о д и т с я к о т р е з к у 
ITO д л я н и х S(T°) = 0 § г п 1 ° л Ь Н И К И Г в ы р о ж д а ю т с я в о т р е з к и , т а к 

ж Д е н и е т е о р е м ы 1 о к а з ы в а е т с Г т п ^ П 0 Т 0 М У ^ 0 4 ) = = - - с о , и у т в е р -
ш е м и с к л ю ч и т ь п о в е р х н о с т и Р а л ь н ь ш * П о э т о м у м о ж н о в д а л ь н е и -

Е с л и ж е к о м п о н е н т а т и ^ т а к и м и . и з о л и р о в а н н ы м и " о б р а з у ю щ и м и . 

о ч е в и д н о , с а м а п р е д с т а в л я е т н е к о ^ К о б Р а з У ю щ е й ' т 0 о н а ' К ^ 
„ей п о с а м о м у о п р е д е л е н и ю * е

о
К 0 Т 0 Р У ю л и н е й ч а т у ю п о в е р х н о с т ь Н а 

С т о ч к и с о е д и н и м ы Z н и ю „ м е т Р и ч е с к и с в я з н о й к о м п о н е н т ы л ю б ы е 
^ ^ т ю ю ж м Х ? п Р И В ° Й к о н е ч н о й д л и н ы , и о н а и м е е т п о э т о м у 
В л ? т я ^ ^ П о э т о м у н а м д о с т а т о ч н о о г р а н и ч и т ь с я п о в е р х -
н 0 С Т ? Г п п В Д . я п ^ Р в ь ш о ™ ° т а к ж е с л е д у ю щ е е у с л о в и е . 

5) П о в е р х н о с т ь и м е е т в н у т р е н н ю ю м е т р и к у ( д л я ч е г о , к а к у ж е -
о т м е ч а л о с ь , д о с т а т о ч н о , ч т о б ы на н е й и м е л а с ь к р и в а я к о н е ч н о й д л и ­
ны, п е р е с е к а ю щ а я в с е о б р а з у ю щ и е ) . 

В с е н а ш и в ы в о д ы м о г у т т е п е р ь о т н о с и т ь с я к л и н е й ч а т ы м п о в е р х ­
ностям с у с л о в и я м и 1 — 5 , а п о н я т и я т о ч к и на п о в е р х н о с т и , с х о д и м о с т и ' 
и п р . б у д у т п о н и м а т ь с я в о п р е д е л е н н о м в ы ш е с м ы с л е . 

5 . Н а ш и т е о р е м ы о л и н е й ч а т ы х п о в е р х н о с т я х и м е ю т и н т е р е с н е 
т о л ь к о с а м и п о с е б е , к а к о с в о б о ж д е н н ы е о т в с я к и х т р е б о в а н и й р е г у ­
л я р н о с т и о б о б щ е н и я с о о т в е т с т в у ю щ и х т е о р е м д л я р е г у л я р н ы х л и н е й ­
чатых п о в е р х н о с т е й в р и м а н о в ы х п р о с т р а н с т в а х , н о т а к ж е б л а г о д а р я 
тем п р и л о ж е н и я м , к о т о р ы е н а х о д я т л и н е й ч а т ы е п о в е р х н о с т и в ц е л о м 
ряде г е о м е т р и ч е с к и х з а д а ч . 

Х а р а к т е р э т и х п р и л о ж е н и й м о ж н о в и д е т ь на п р о с т ы х п р и м е р а х . 
Н а п р и м е р , и з в е с т н а т е о р е м а Ф е н х е л я о т о м , ч т о и н т е г р а л ь н а я к р и ­
визна з а м к н у т о й к р и в о й в э в к л и д о в о м п р о с т р а н с т в е н е м е н ь ш е 2ти [ 6 ] . 
Эта т е о р е м а л е г к о д о к а з ы в а е т с я д л я к р и в ы х в р и м а н о в о м п р о с т р а н ­
стве н е п о л о ж и т е л ь н о й к р и в и з н ы . 

П у с т ь L — з а м к н у т а я к р и в а я в т а к о м п р о с т р а н с т в е , к | | е е к р и ­
визна, s — д л и н а д у г и . Н а т я н е м н а L л и н е й ч а т у ю п о в е р х н о с т ь Fr 

н а п р и м е р с о е д и н я я о т р е з к а м и о д н у и з т о ч е к к р и в о й L с о в с е м и 
Д р у г и м и ' Е с л и krr г е о д е з и ч е с к а я к р и в и з н а к р и в о й L н а п о в е р х ­
ности F т о k < £ и п о т о м у д л я и н т е г р а л ь н ы х к р и в и з н и л и , к а к м ы . 
говорим' , п о в о р о т о в , т . , т и м е е м т а к о е ж е н е р а в е н с т в о т ^ < т . П о 
т е о р е м е Г а у с с а - Б о н н э \ = 2 * - - < о , г д е со - и н т е г р а л ь н а я к р и в и з н а 
п о в е р х н о с т и V Н о в п р о с т р а н с т в е н е п о л о ж и т е л ь н о й к р и в и з н ы л и н е й ­
н а я п о в е р х н о с т ь т а к ж е и м е е т н е п о л о ж и т е л ь н у ю к р и в и з н у . П о э т о м у 
• < 0 и Г м а д ^ т е л ь н о . * * > 3 * Н о т а к к а к , > V т о т е м б о л е е 

>2«, ч т о и т р е б о в а л о с ь Д о к а з а т ь ^ ^ ^ п р о с т р а н -

« » ^ Г Г р Г . и Г » Г О н Я о Е Г д = г „ и ^ „ о » „ о „ о л у ч „ ь р „ д 

°°Щих т е о р е м о к р и в ы х в э т " * " р ° J e M a 0 т о м , ч т о в п р о с т р а н с т в е 
Д р у г о й п р и м е р п р е д с т а в л я e i у н а т я н у т ь п о в е р х н о с т ь 

с « Р и в и з н о й < К н а з а м к н у т у ю к р и в у ю ^ о к р у ж н о с т ь ю т о й ж е д л ш ы 

п л о щ а д ь ю , н е б о л ь ш е й п л о щ а д и yj ( П р е д п о л а г а е т с я , ч т о п р и 
Н а п о в е р х н о с т и п о с т о я н н о й к р и в и з н ы Л - 1 " ^ Щ 

v H W L I M H U L п о в е р х н о с т ь ю м о ж е т с л у ж и т ь 
Л > ° Д л и н а к р и в о й < у = • [ а к о и 
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ня д а н н у ю к р и в у ю . 1 К р и в и з н а е е 
з н а я п о в е р х н о с т ь с к р и в и з н о й 

' б о л ь ш у ю 
й к р и в и з -

м л я е м о й 

а и а т а я п о в е р х н о с т ь , и а 1 ; ' г>я ю с в я з н а я п о в е р х н о с т ь с щ 
К ш е К. а. к а к и з в е с т н о , о д н о с м п л о щ а Д ь , н е | 
Р ^ р а н и ч е н н а я к р и в о д л н ы £ о в е р х н о с т и п о с т о я н н о й 

„ и к р у г а с о к р у ж н о с т ь ю J на п i в 

" Я 1Д п р и м е н е н и я э т о г о P a c c J * ^ " ™ к р и в и з н о й < К н у ж н о 
К , £ Д КРИВОЕ в о б ^ м

Т О О
П Р ° С

у
Т

с ^ о в и й р е г у л я р н о с т и . 

^ £ Г п б р Г н Т н и 0 я м ^ Г е & Г п о в е р Г н о с х е й б у д е т п о с в я щ е н а 

с л е д у ю щ а я р а б о т а . 

§ 2 С в е д е н и е т е о р е м ы 1 к н е к о т о р о й т е о р е м е 3 
, Б у д

§
е м н а з в а т ь ^ п л о с к о с т ь , п о в е р х н о с т ь я о ^ я н н ^ . р . 

S , i l S S A S S S S ? r o
e y 5 ? § f Я Ц ; ^ « 

n P H n v ? T b ' Г - т р е у г о л ь н и к в м е т р и ч е с к о м п р о с т р а н с т в е ; a ДО»* 
у г о л ь н и к н^ Ж с Г с т и , и м е ю щ и й с т о р о н ы т о й ж е д л и н ы . М ы 
б у д е м г о в о р и т ь , ч т о Тк е с т ь т р е у г о л ь н и к н а / С - п л о с к о с т и с о о т в е т ­
с т в у ю щ и й т р е у г о л ь н и к у Т. ( Д о п у с к а е т с я , ч т о т р е у г о л ь н и к Т в ы р о ж -

Д а е Т Е с л и ^ а т о к а к о в б ы ни б ы л т р е у г о л ь н и к Г, с о о т в е т с т в у ю щ и й 
т р е у г о л ь н и к Тк в с е г д а с у щ е с т в у е т , т а к к а к в э т о м с л у ч а е д л я 
с у щ е с т в о в а н и я т р е у г о л ь н и к а Тк с д а н н ы м и с т о р о н а м и д о с т а т о ч н о 
в ы п о л н е н и я „ н е р а в е н с т в т р е у г о л ь н и к а " : к а ж д а я с т о р о н а н е м е н ь ш е 
с у м м ы д в у х д р у г и х . Е с л и ж е К>0, т о н е о б х о д и м о е щ е т р е б о в а т ь , 

ч т о б ы п е р и м е т р б ы л м е н ь ш е И И Э т о у с л о в и е ( п р и А Г > 0 ) н е и з м е н -
у К 

н о б у д е т п о д р а з у м е в а т ь с я в ы п о л н е н н ы м . Д л я э т о г о д о с т а т о ч н о в с я к и й 
р а з о г р а н и ч и в а т ь с я д о с т а т о ч н о м а л о й о б л а с т ь ю п р о с т р а н с т в а . 

М ы б у д е м п о с т о я н н о с р а в н и в а т ь с о о т в е т с т в е н н ы е у г л ы т р е у г о л ь ­
н и к о в Т и Гк, о б о з н а ч а я и х а, р, -j и ак, $к, -{К. О с н о в н у ю т е о р е ­
м у 1, ф о р м у л и р о в а н н у ю в § 1, м ы с в е д е м к с л е д у ю щ е й т е о р е м е . 

Т е о р е м а 3 . Пусть F — линейчатая поверхность в метрическом 
пространстве R, причем любые две точки поверхности F соеди­
нимы в R отрезком. Пусть, далее, число К таково, что для каж­
дого треугольника Г, опирающегося на F, его углы не больше, чем 
соответственные углы треугольника Тк, соответствующего Т на 
К-плоскоши. При этом условии то же верно для треугольников 
Тр на поверхности F, т. е. углы любого такого треугольника Т„ 
соответственно не больше углов треугольника Т* соответ­
ствующего Тр на К-плоскости. F 

о ч е в в д н ^ Т в ^ л Г Z Ге°РеМЫ 3 СЛедуШ т е ° Р е м а I в т а к о й 
ж е Т ш к I Ф ° р М у л и Р ° в к е : е с л . kR(A, F) < К, т о т а к -

~ 1 1 ( Г ! ^ Р „ Т И Р 0 В К е - . И С К - Ч а е - - У - й 'К* = й н о 

1 Э 
• к » " с л у ч а е н е р а в е н с т в о ^ < ^ т р и в и а л ь н о . ) 

го замечание 
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И т а к , д о п у с т и м , ч т о в т о ч к е л 

Щ (Л, | < К (1 ) 

В с и л у о п р е д е л е н и я в е л и ч и н ы ~иг 
в о л ь н о з а д а н н о м • > о д Л я » Л * Э Г 0 0 3 н а ч а е т - ч т 0 П Р И П Р 0 И 3 ' 
инков 7 ; о п и р а ю щ и х с я н я р д о с т а т о ч н о б л и з к и х к Л т р е у г о л ь -
я е р а в е н с т в о г и о т с е к а е м ы х о т н и х , в ы п о л н я е т с я 

П о л о ж и м * > - * + 2 £ . 8 ^ < ( ^ + ^ ( П . ( 2 ) 

п п н а м Г о Г з н о ? т Н ь 0 п ^ Я М а Л , Ы Х т Р е У г о л ь н и к о в Го, Г * ' с р а в н ы м и с т о ­
р о н а м и р а з н о с т ь п л о щ а д е й о т н о с и т е л ь н о м а л а , т . е . 

| S ( P ) ^ S ( r * ' ) | < x S ( p ) , ( 3 ) 

где х -> 0 в м е с т е с д и а м е т р о м т р е у г о л ь н и к а Р . 
О т с ю д а м о ж н о з а к л ю ч и т ь , ч т о д л я т р е у г о л ь н и к о в Г , б л и з к и х 

к т о ч к е Л , и з н е р а в е н с т в а (2) с л е д у е т 

4T)<(K+2e)S(TK) = K'S(TIC): ( 4 ) 

З д е с ь K'S (Т ) е с т ь н е ч т о и н о е к а к и з б ы т о к Ь(ТК) т р е у г о л ь н и ­
к а Тк . Т а к и м о б р а з о м , е с л и а, р, т — у г л ы Г, а ак\ $ к \ -f' — у г л ы 
7 , т о ( 4 ) с в о д и т с я к н е р а в е н с т в у , т о {/tj с в о д и т с я к н е р а в е н с т в у 

лК' К' 8 * ( Г ) = ( а + р + т ) - ( а * + f + / ) < 0 . ( 5 ) 

Эта в е л и ч и н а о*" ( Г ) е с т ь о т н о с и т е л ь н ы й и з б ы т о к т р е у г о л ь н и к а Т „ п о 
о т н о ш е н и ю к р и в и з н ы К'". 

Т а к и м о б р а з о м , н е р а в е н с т в о (5 ) о з н а ч а е т , ч т о у к а ж д о г о т р е у г о л ь ­
ника Г , о т с е к а е м о г о о т о п и р а ю щ е г о с я на F д о с т а т о ч н о б л и з к о к т о ч ­
к е Л , и з б ы т о к „ п о о т н о ш е н и ю к р и в и з н ы К'и н е п о л о ж и т е л е н . 

В [21 б ы л а д о к а з а н а о б щ а я т е о р е м а : е с л и £ « ( Г ) о з н а ч а е т т о ч ­
н у ю в е р х н ю ю г р а н и ц у о т н о с и т е л ь н ы х и з б ы т к о в т р е у г о л ь н и к о в , 
о т с е к а е м ы х о т д а н н о г о т р е у г о л ь н и к а Т, т о д л я к а ж д о й п а р ы с о о т ­
в е т с т в е н н ы х у г л о в Т и Щ в ы п о л н я ю т с я н е р а в е н с т в а : a - a < v 

I ? ' В д а н н о м с л у ч а е д л я к а ж д о г о о п и р а ю щ е г о с я н а F и д о с т а т о ч н о 

Н и з к о г о к Л т р е у г о л ь н и к а о к а з ы в а е т с я v < 0 , и п о т о м у 

>/Г *, / „К* 
а < а к ' \ ?<Г> Т < Т • ( 6 ) 

^ г о о з н а ч а е т ч т о в о к р е с т н о с т и т о ч к и А в ы п о л н е н о у с л о в и е 
. а л

 с г г о о з н а ч а е т , Hlu J 9 T V т е о р е м у , з а к л ю ч а е м , ч т о и д л я 
* * р е м ы 3 . П о э т о м у , п р и н и м а я э т у т Р У^ ТОЧШ А 
т Р е у г о л ь н и к о в ТР н а п о в е р х н о с т и г в и у v 

Т Я 1 / „ Л с / Д ч д ^ р ж д у у г л а м и т р е у г о л ь н и к о в / > и 7 > . И з 
т а к и е ж е н е р а в е н с т в а ( о ) м е ж д у У 1 Л Г • 
Э т и * н е р а в е н с т в с л е д у е т , ч т о „ ^ L i r ? 

/ 7 * ' ) = / r S ( r p ) г ч 
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и п о т о м у из (7 ) с л е д у е т , ч т о 
8 ( 7 » < / C ' S ( 7 f ) . (&) 

Т а к к а к д л я м а л ы х т р е у г о л ь н и к о в Г° и Тк% с р а в н ы м и сто-
р о н а м и о т н о с и т е л ь н а я р а з н о с т ь п л о щ а д е й м а л а , т о д л я 1F, д о с т а т о ч н о 
б л и з к и х к Л , из (8) с л е д у е т 

* < 7 » < ( * ' + •) 5 ( 7 ? ) . (9) 

Э т о н е р а в е н с т в о , в с и л у с а м о г о о п р е д е л е н и я в е у х н е й к р и в и з н ы 

КЛА), о з н а ч а е т , ч т о 
KF(A)<K' + * = K + &. (10> 

Н о т а к к а к е п р о и з в о л ь н о , т о о к а з ы в а е т с я , ч т о 

KF(A)<K. 

Т а к и м о б р а з о м д о к а з а н о , ч т о п р и в ы п о л н е н и и т е о р е м ы 3 и з н е р а в е н ­
с т в а (1) KR(A, F)<K с л е д у е т , ч т о КР(А) < К, т . е . ч т о и з т е о р е м ы Ъ 

с л е д у е т т е о р е м а 1 § 1. 
3 . П р о с т р а н с т в о с к р и в и з н о й < К б ы л о о п р е д е л е н о в [2J как. 

м е т р и ч е с к о е п р о с т р а н с т в о , в к о т о р о м к а ж д а я т о ч к а и м е е т о к р е с т ­
н о с т ь G с о с л е д у ю щ и м и с в о й с т в а м и : 

1) л ю б ы е д в е т о ч к и и з G с о е д и н и м ы о т р е з к о м , 
2 ) у в с я к о г о т р е у г о л ь н и к а Т С G о т н о с и т е л ь н ы й и з б ы т о к : 

ок(Т)<0. 
Т а м ж е б ы л о д о к а з а н о ( п р о с т о й с с ы л к о й на и с п о л ь з о в а н н у ю в ы ш е 

о б щ у ю т е о р е м у о б у г л а х т р е у г о л ь н и к а ) , ч т о д л я в с я к о г о т р е у г о л ь ­
н и к а Г С С у г л ы не б о л ь ш е у г л о в с о о т в е т с т в у ю щ е г о т р е у г о л ь н и к а . 
Тк на / ( - п л о с к о с т и . П о э т о м у и з т е о р е м ы 3 н е п о с р е д с т в е н н о в ы т е к а е т 

Т е о р е м а 4 . Линейчатая поверхность F в пространстве с кри­
визной < К (в смысле данного определения) сама является про­
странством с кривизной < К (если только она вообще имеет-
внутреннюю метрику). 

В д а л ь н е й ш е м о с т а е т с я д о к а з а т ь т е о р е м у 3 . 

§ 3 . Г е о м е т р и я к о н е ч н ы х п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й о т р е з к о в 

1. Т е о р е м у 3 м ы б у д е м д о к а з ы в а т ь с в о е о б р а з н ы м м е т о д о м п р и б л и ­
ж е н и я л и н е й ч а т о й п о в е р х н о с т и к о н е ч н о й п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ю е е 
о б р а з у ю щ и х . С о о т в е т с т в е н н о , в э т о м п а р а г р а ф е м ы р а с с м о т р и м к о н е ч ­
н ы е п о с л е д о в а т е л ь н о с т и о т р е з к о в в м е т р и ч е с к о м п р о с т р а н с т в е , с п р и ­
н я т ы м н а м и у с л о в и е м , ч т о р е ч ь и д е т о б о б л а с т и , л ю б ы е д в е т о ч к и 
к о т о р о й с о е д и н и м ы о т р е з к о м . 

П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь о т р е з к о в { L t } е с т ь н е ч т о и н о е к а к у п о р я д о ­
ч е н н а я с о в о к у п н о с т ь о т р е з к о в L l f L0)..., Ln, п р и ч е м и х н у м е р а ц и я 
ф и к с и р у е т и х п о р я д о к , т а к ч т о Lk л е ж и т м е ж д у Lk_p и Lk+q. H e 
и с к л ю ч а е т с я н е т о л ь к о п е р е с е ч е н и е о т р е з к о в , а д а ж е и х п о л н о е 
с о в п а д е н и е , н о в э т о м с л у ч а е о н и н е д о л ж н ы б ы т ь с о с е д н и м и {Lk Щ 
в т о ч к и И С К Л Ю Ч а е т с я т а к ж е , ч т о н е к о т о р ы е о т р е з к и в ы р о ж д а ю т с я ; 

с о е я ^ Е и ы Г ^ А Л 1 Ж И Т н а Lk и В н а Lk+1' Р а с с м а т р и в а е м л о м а н ы е , 
у е д и н я ю щ и е л с Я и п е р е с е к а ю щ и е последовательно о т р е з к и . 
* - * + ! , . . . , Lku-l9 1 о ч н у ю н и ж н ю ю г р а н и ц у д л и н т а к и х л о м а н ы х е с т е -
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А и В на { £ / } , а л о м а н у ю , р е а -
р а т ч а й ш е й АВ на { ! , - } . 

А В на { L / } существует. 
н ц а м и и в е р ш и н а м и на д а н н ы х 

Н с а м о м д е л е , л о м а н а я с л а и и » w < 

отрезках Lt О П ? ^ л я ^ я ^ ^ КО 
н е п р е р ы в н о з а в и с и т о т П О Л О Ж Р 9 Т И Х в е Р ш и н - Д л и н а л о м а н о й 
иия к о н е ч н о г о ч и с л а П Р П Р И О , , 7 . ? ! ! Я в е Р ш и н и, к а к н е п р е р ы в н а я ф у н к -
ж у т к а х , д о с т и г а е т м и н и м у м а м е н я ю щ и х с я в з а м к н у т ы х п р о м е -

Б у д е м г о в о р и т ь , ч т о V D P V 
н а { ! / } , е с л и о д н а е г о г т п п п ° Л Ь Н И К Г в п Р 0 С Т Р а н с т в е R о п и р а е т с я 
а п р о т и в о п о л о ж н а я в е п п ш » ? л е ж и т н а о д н о м и з о т Р е з к о в 1ъ< 
Д а л е е , п о д т р е у г о л ь н и к о м Л Д С Н н я 7 f T T ° Т р е З К е U + l *Ш V ' 
гура , о б р а з о в а н н а я к р а т ч а й ш и м и на V / Т е с т е с т в е н н о п о н и м а е т с я ф и -
с о е д и н я ю щ и м и т р и р а з л и ч н ы е т о ч к и л 
В, С н а о т р е з к а х и з { Z , / } * ' 

М ы д о к а ж е м , в ч а с т н о с т и , с л е д у ю ­
щ у ю т е о р е м у , в п о л н е а н а л о г и ч н у ю т е о ­
реме 3 § 2 . 

Т е о р е м а 5 . Если при некотором 
данном К углы всякого треугольника Т 
опирающегося на {Z,,-}, не больше со'- А 
отпветствующих углов треугольника Тк 

со сторонами той же длины на К-плос-
кости, то то же верно для всякого 

треугольника на { £ ; } . ( К а к в с е г д а п о д ­

р а з у м е в а е т с я , ч т о п р и К > 0 п е р и м е т р 

т р е у г о л ь н и к а м е н ь ш е - т = . ) З а м е т и м , ч т о 

у с л о в и е э т о й т е о р е м ы а в т о м а т и ч е с к и в ы ­
п о л н я е т с я в п р о с т р а н с т в е с к р и в и з н о й 
<К ( в с м ы с л е о п р е д е л е н и я § 2 ) . 

2 В д а л ь н е й ш е м м ы н е о д н о к р а т н о в о с п о л ь з у е м с я о д н и м п р о с т ы м 
у т в е р ж д е н и е м г е о м е т р и и на / С - п л о с к о с т и , к о т о р о е м ы с е й ч а с ф о р м у ­
л и р у е м и д о к а ж е м . я п п , . . 

Н а з о в е м в о г н у т ы м т р е у г о л ь н и к о м ABC ф и г у р у н а К - п л о с к о с т и , 

Тв\ Тс К д ^ А В С * " 
имеют о б ш и х в н у т р е н н и х т о ч е к . Д у г и АВ, АС, ВС н а з ы в а ю т с я с т о р о -
имеют o 6 ^ H Y T r в е р ш и н а м и . Т а к к а к в ы п у к л а я к р и в а я в к а ж -
нами, т о ч к и А, В, с ~ » ^ ™ к а с а т е л ь н ы е , т о н а ш и д у г и и м е ю т 
Дой т о ч к е и м е е т о д н о с т о р о н н е ^ ^ ^ ^ к а с а т е л ь н ы м и м ы 

к а с а т е л ь н ы е в т о ч к а х л , я , • и к а д в е . Н е и с к л ю ч а е т с я , ч т о 
н а з ы в а е м у г л а м и в о г н у т о г о ' F w 

«ddCM у ы ш м ^ о т р е з к а м . Н а р и с . 1 д а н п р и м е р в о г н у -
ДУги Л Я , АС, ВС с в о д я т с я к . к

к т и ч е с к и и н т е р е с о в а т ь т о л ь к о в о г н у ­
того т р е у г о л ь н и к а . Н а с 0 ^ ' ^ л о м а н Ы м и . П р и К > 0 п р е д п о л а г а е т с я , 
т ы е т р е у г о л ь н и к и , о г р а н и ч е н н ы е ^ 

[ ь н и к а < - ^ -

РйС. /. 

п е р и м е т р в о г н у т о г о т р е у г о л ; 

точке А, то она считается за две: одна 
i Если отрезки Lp, Ц п е ^ » » * Я

е й
В « пересекаются все отрезки между L„ и 

f £ , . другая Г „ а 7 ; Г е с А только 

• < V n V i ) -
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Д л я к а ж д о г о в о г н у т о г о т р е у г о л ь н и к а с у щ е с т в у е т о б ы ч н ы й т р е . 
у г о л Ь с о с т о р о н а м / т о й ж £ д л и н ы ; о н п о л у ч а е т с я как: бы «рас . 
п о я м л е н и е м » с т о р о н в о г н у т о г о т р е у г о л ь н и к а . В с а м о м д е л е каждая 
изР с т о р о н в о г н у т о г о т р е у г о л ь н и к а н е б о л ь ш е с у м м ы д в у х Д Р ^ и х , т а к 

как она выпукла , а д в е д р у г и е е е о х в а т ы в а ю т . В м е с т е с у с л о в и е м , 
ч т о при А Г > 0 п е р и м е т р < - % , э т о о б е с п е ч и в а е т с у щ е с т в о в а н и е т р е . 

у г о л ь н и к а с о с т о р о н а м и д а н н о й д л и н ы . *«* ,**« ,„ 
Л е м м а 1. Углы вогнутого треугольника меньше соответствую* 

щих углов прямолинейного треугольника со сторонами той же 
длины ( к р о м е , к о н е ч н о , т о г о с л у ч а я , к о г д а в о г н у т ы й т р е у г о л ь н и к 
о к а з ы в а е т с я п р я м о л и н е й н ы м ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П у с т ь ТШ ABC- в о г н у т ы й т р е у г о л ь н и к 
( н е с в о д я щ и й с я к п р я м о л и н е й н о м у ) . Д о к а ж е м , н а п р и м е р , ч т о при 
р а с п р я м л е н и и е г о с т о р о н у г о л А у в е л и ч и в а е т с я . П р о в е д е м касатель­
н ы е к с т о р о н а м АВ% АС в т о ч к е А, и п у с т ь о н и п е р е с е к а ю т с т о р о н у 
ВС в н е к о т о р ы х т о ч к а х D , Я* 

Н а ш т р е у г о л ь н и к Т о к а з ы в а е т с я р а з б и т ы м на т р и в о г н у т ы х т р е ­
у г о л ь н и к а 7*1, 7^, Г3 с о б щ е й в е р ш и н о й А. Н е и с к л ю ч е н о , ч т о т р е ­
у г о л ь н и к и Ти Тъ м о г у т с в о д и т ь с я к о т р е з к а м А В, АС, В о в с я к о м 
с л у ч а е и х у г л ы Аи Л 3 при в е р ш и н е А р а в н ы н у л ю . П о э т о м у , е с л и 
мы р а с п р я м и м с т о р о н ы т р е у г о л ь н и к о в 1\, Г„, т о у г л ы AXt Д 3 з а в е д о м о 
н е у м е н ь ш а т с я . ( О н и у в е л и ч и в а ю т с я , е с л и т р е у г о л ь н и к и н е с в о д я т с я 
к о т р е з к а м . ) П о с л е э т о г о мы п о л у ч и м м н о г о у г о л ь н и к , с о с т а в л е н н ы й 
и з Т2 и п р и л о ж е н н ы х к н е м у п о с т о р о н а м AD, AE р а с п р я м л е н н ы х 

т р е у г о л ь н и к о в Ти Tz% Е г о с т о р о н ы АВ, АС — п р я м ы е , а ВС к р и в а я . 
П о э т о м у п р и е е р а с п р я м л е н и и у г о л А з а в е д о м о у в е л и ч и в а е т с я . 

В р е з у л ь т а т е мы п о л у ч а е м р а с п р я м л е н н ы й т р е у г о л ь н и к ABC n 
т а к к а к п р и о б о и х п р о в е д е н н ы х д е ф о р м а ц и я х у г о л А у в е л и ч и в а л с я , 
т о о н б о л ь ш е , ч е м в и с х о д н о м в о г н у т о м т р е у г о л ь н и к е . 

3 . В е р н е м с я т е п е р ь к р а с с м о т р е н и ю н е к о т о р о й п о с л е д о в а т е л ь н о с т и 
о т р е з к о в {Li} в м е т р и ч е с к о м п р о с т р а н с т в е . 

Л е м м а 2 . У кратчайшей А В на \Ц) любые два звена С, 
С4С&И1 встречающиеся в точке С/ на отрезке /.,-, образуют с любой 
из частей этого отрезка, исходящей из С , , углы, в сумме не жечь-
шие тс ( н а п о м и н а е м , ч т о п о д у г л о м п о н и м а е т с я в е р х н и й у г о л ) . В е л * 
т о ч к а Q л е ж и т в н у т р и о т р е з к а L / , т о и м е ю т с я д в е и с х о д я щ и е и з С* 
ч а с т и э т о г о о т р е з к а ; е с л и ж е С / е с т ь к о н е ц о т р е з к а Ц т о — о д н а ; 
у т в е р ж д е н и е л и ш а е т с я с м ы с л а , е с л и Ц с в о д и т с я к т о ч к е ! 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П р е д с т а в и м с е б е , ч т о т о ч к и С* , C/+i на 
о т р е з к а х L^u Lt±i ф и к с и р о в а н ы , а т о ч к а С / м о ж е т п е р е м е щ а т ь с я п о 
о т р е з к у Ц. П о л о ж е н и е е е о п р е д е л и т с я р а с с т о я н и е м х о т о д н о г о и з 
к о н д о в о т р е з к а Ц. О б о з н а ч и м ч е р е з гг и г 2 д л и н ы о т р е з к о в G - i C | , 
* \ £ t . ! : и у с т ь д а

г
л е е «1» -2 — у г л ы , о б р а з у е м ы е э т и м и о т р е з к а м и 

( Т а к к а к T Z l f J " ВДуЩей и з С < в н а п р а в л е н и и в о з р а с т а н и я 1 
те Т У Т н е т 1 ° Т С Ч е т а Х м о ж н о в ы 6 Р а т ь в л ю б у ю с т о р о н у , 
т о т у т н е т н и к а к о г о о г р а н и ч е н и я . С о г л а с н о т е о р е м е д о к а з а н н о й 
в [ 2 ] , п р а в ы е в е р х н и е п р о и з в о д н ы е о т гх и * с в я з а н ы с f ' v r S S " \ 
н е р а в е н с т в а м и : 2 ^ t t > 1 J c l H M с у г л а м и ? l f <•* 

Ш k : г * . 
E = l < - c o s 5 l t ( = 3 ) < - c o s E , . 

- I * * -



1 U ^ ^ ^ ^ ^ е р х н о з д в м , . 
- ^ - ^ ! ? ^ ^ 

"109ТОМУ 

. . . B
< - ( c o s 5 1 + c o s 5 2 ) . (1 ) 

д л я к р а т ч а й ш е й АВ с у м м а г I - „ 
1 - г ^ 2 д о с т и г а е т м и н и м у м а , и п о т о м у 

| ^ ~ ^ - ^ - j n p > o . 

Вместе с (1 ) э т о д а е т cosH 
0 < ^ , ? ? < « в л е ч е т з а с о б о й 6 ~ \ _ c ? s ? 2 < 0 » ч т о в м е с т е с у с л о в и е м 

4 . Д а л ь ш е м ы б у д е м п п а
 2 1г тс' ч т о и т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь , 

ремы 5: п р и н е к о т о р о м д я S 0 ^ Г a т ь , Ч Т 0 в ы п о л н е н о у с л о в и е т е о -
ия а Л н е б п л к т т т / Д с Ш Н о м /С у г л ы т р е у г о л ь н и к о в , о п и р а ю щ и х с я 
Л | Л ^ 1 % ? Ж т р е у г о л ь н и к о в 7 * . | 
л о и ш Л , 5 « a ™ ^ < W 0 / i f , ^ f но условие теоремы 5, и две 

,„ лп Тй отрезках Lpy Lp+1 соединимы двумя отрез-
р^ынулю. т° УгЛЫ Ш Ж д у Этима с о к а м и в точках А и В 

. т о ч ^ Г л ' е с Г а ^ п ' я 0 - Д о п У С Т Й М > ™ Угол м е ж д у АВ и АВ в т о ч к е Л е с т ь а > 0 . В о з ь м е м т о ч к у С на Lp+1 и р а с с м о т р и м о б а 
т р е у г о л ь н и к а ABC, о д и н Т с о с т о р о н о й Л Я , д р у г о й Т со с т о р о н о й 
А £ . П у с т ь и х у г л ы п р и А б у д у т ЩШ& И ш Я у г л ы с о о т в е т с т ­
в у ю щ и х т р е у г о л ь н и к о в на ЛГ-плоскости. О н и р а в н ы , т а к к а к у 
т р е у г о л ь н и к о в Г , Г с т о р о н ы р а в н ы . 

З а д а в к а к о е - л и б о £ > 0 , м о ж н о в з я т ь т о ч к у С с т о л ь б л и з к о й к Вг 
что о к а ж е т с я 

Ж - . / J ' a f = a f < e . ( 2 ) 

А т а к ка_к т р е у г о л ь н и к и Г , Г о п и р а ю т с я на { / , / } , т о , п о у с л о в и ю , 
«! < af , otj < ecf, т а к ч т о в с л е д с т в и е (2) 

в 1 + ai < 2s. ( 3 ) 

П о о б щ е й т е о р е м е о б у г л а х м е ж д у т р е м я о т р е з к а м и , и с х о д я ­
щими и з о д н о й т о ч к и ( с м . [1 ] , г л . IV, § 1 ) , б у д е т a i + a i > a . 
П о э т о м у и з ( 3 ) с л е д у е т , ч т о a < 2s, и т а к к а к s п р о и з в о л ь н о , т о 

= З а м е ч а н и е . М о ж е т с л у ч и т ь с я , ч т о д в е т о ч к и Л , В. л е ж а щ и е 
на о д н о м о т р е з к е Ш с о е д и н я ю т с я д в у ш * о т р е з к а м и : ч а с т ь ю АВ о г -
резка 7 и к а к и м - т о д р у г и м о т р е з к о м АВ. Т а к у ю в о з м о ж н о с т ь м о ж н о 
резка Lp и к а к и м ™w> * у с л о в и т ь с я в с е г д а с о е д и н я т ь т а к и е 
и с к л ю ч и т ь и з Р а с с м о т р е н и я е с л И у р а с п р о с т р а н и т ь у е л о -

«ие т е о р е м ы й н а T p e y i м е ж д у л в и А В р а в н ы н у д ю ^ 

тогда с а м о с о б о й о к а ж е т с я , чш у з н а ч е н и я , к а к о й и з э т и х о т р е з -
так ч т о в о т н о ш е н и и у г л о в н е и м е е т з н 

ков р а с с м а т р и в а т ь . . , , в ы п о л н е н о у с л о в и е т е о р е м ы 5 . П у с т ь 
5 . Л е м м а 4 . П у с т ь д л я \^i) ° Ж п р и ч е м p < q . Т о г д а т о ч к и 

т ° ч к и Л , В л е ж а т н а о т р е з к а х ьр, q^ с е к а е т о т р е з к и \ Щ 
£ А , . . , в к о т о р ы х к р а т — > ( ) 

W . . . о д н о з н а ч н о о п р е д е л е н ы ( е с л и 

кратайшая АВ на {L,) единствен-
А в < ~ ) . М о ж н о с к а з а т ь , ч т о ку 
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до возможного разветвления между соседними оо оиош ^ i п ш п ^ е с т ь д в а и л и б о * Г Г ? а к в ч т о ^ Г д 7 с 7 и " с , + 1 е с т ь д в а ' и л и « Ц 
Г з н ы Т о т р ^ з к о в , i x o в п о л н е в о з м о ж н о , к а к п о к а з ы в а ю т п р о с т ы е 

> И М п Т Л з а т е л ь с т в о . Д о п у с т и м , ч т о м е ж д у т о ч к а м и А, В е с т ь 
Д о к а з а т е л ь с т в м у ^ ^ в п е р в ы е р а с х о д я т с я в н е к о т о р о й 

К.\'„ , а п п я с х о д я т с я в т о ч к е 5 „ _ н а о т р е з к е Lm, Е к Г Т С о т р е Г & Y E o £ S O S T » • № Щ Ш Щ 
п е о е с е к 1 я п р о м е ж у т о ч н ы е о т р е з к и в р а з н ы х т о ч к а х . ( Н е и с к л ю ч а е т с я , 
к о н е ч н о ч т П ! | Л , В 0 = 5 . ) Т а к и м о б р а з о м , м ы ^ и м е е м д в е к р а т -

ч а й ш и е ^ 0 Д „ Д А , п е р е с е к а ю щ и е о т р е з к и 
^ Е7 Г^ Р ля г 7Т 1ПИС. А)' 

в р а з н ы х 

Рис. 2. 

^ ^ ^ ^ 4 0 # 0 , А0£»0» U C p e v - с л а . ^ » - ~ " | j g g • 
т о ч к а х - v D , , £ 1 ? А . Ч и т . д . ( р и с . I). unnvnuu 

С о е д и н я я о т р е з к а м и т о ч к у Д с Щ D2 с t 3 и т . д . п о л у ч и м 
у е д и н я л и F л F F и т я . Т а к п о л у ч а е м к а к б ы н а т я н у -

ТП£>УГОЛЬНИКИ AnLJiEu и^ПлС? И 1. Д« L a i v « w * j j 
т р е у 1 и л ь и и л и а л 0 1 1 , 1 т у ю м е ж д у к р а т ч а й ш и м и 

АВ, АВ п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 
т р е у г о л ь н и к о в fy, о п и р а ю ­
щ и х с я н а {L[}. 

С о п о с т а в л я я к а ж д о м у 
т р е у г о л ь н и к у tj с о о т в е т с т ­
в у ю щ и й т р е у г о л ь н и к щ на 

Q / С - п л о с к о с т и и п р и к л а д ы в а я 
и х д р у г к д р у г у с о о т в е т с т ­
в е н н ы м и с т о р о н а м и , п о л у ­
ч и м м н о г о у г о л ь н и к Р, о г р а ­
н и ч е н н ы й д в у м я л о м а н ы м и 
Л ^ ! и AiBlf с о о т в е т с т в у ю ­
щ и м и к р а т ч а й ш и м AQBQ и 

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ Ш С у м м а у г л о в т р е у г о л ь ­
н и к о в tp СХОДЯЩИХСЯ В ОДНОЙ 

в е р ш и н е Д - и л и £ / б у д е т > тс. В с а м о м д е л е , о б о з н а ч и м , н а п р и м е р , у г л ы 
п р и Д ч е р е з Н Ю Ш к а к на р и с . 2 . С о г л а с н о о б щ е й т е о р е м е с л о ж е н и я 
у г л о в ( [ 1 ] , г л . I V § 1) 52 + 5з>'*1» г д е -ц — у г о л м е ж д у L( и о т р е з к о м 
А Д + ь 

С д р у г о й с т о р о н ы , п о л е м м е 2 , £х + т] > тг и , с л е д о в а т е л ь н о , 
| 1 + Ч + §3 > тс-

Т а к к а к у г л ы т р е у г о л ь н и к о в Ц н е м е н ь ш е у г л о в т р е у г о л ь н и к о в 
t h т о т е м б о л е е с у м м а у г л о в т р е у г о л ь н и к о в tf п р и о д н о й в е р ш и н е 
б у д е т > т с . Э т о з н а ч и т , ч т о л о м а н ы е А,В, и А 7 & о г о а н и ч и я а ю ш и е 
м н о г о у г о л ь н и к Р, о б е в ы п у к л ы и о б р а щ е н ы в ^ ^ ь ю ^ Т ? -
Н о э т о я в н о н е в о з м о ж н о , е с л и К<0 и п р и * > (? т а к ж е ' M S S M O ; 
•если д л и н ы л о м а н ы х < _ . Э т и м л е м м а д о к а з а н а . 

n u K a T ^ Z p L l ^ К угЛЫ Кажд0™ треуголь-
треуголъникГт*?Zn { ' I б°ЛЪШе у г л о в соответствующего 
/ о в Т а Т ь Т ' ^ ^ о г ш н о е верно так же для треугольна 

на { ^ Л е ж \ ^ в е р ш и н ы т р е у г о л ь н и к а ABC 
] Д о п у с т и м , д л я 1 п ^ м $ ^ ^ я ™ Т 0 У т ^ Р ^ Д е н и е т р и в и а л ь н о . 

^ > а в е р ш и н ы В и с * £ ? отреви / ^ Г Р Ш й Н а Л л е ж " т н * о т р е з к е 
о т р е з к а х / ^ и Ln п р и ч е м p < g < r . 
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П р е д п о л о ж и м с н а ч а л а , ч т о гт 
а отрезках Lk м е ж д у L и L ^ о р о н ы АВ, АС нигде не в с т р е ч а ю т с я 

* т р е ч а ю т с я на о т р е з к а х L- ueJn ? е к а к и с т о Р о н ы АС, ВС не 
\ ~ L n то п о с л е д н е е у с л о в и е o ™ L n * И Ц ( Е с л и ^ ^ т а к ч1° 
лальше м ы н е б у д е м о г о в а о и в я т ^ з а о т с У т с т в и е м о т р е з к о в I / . 

£дном о т р е з к е , т а к к а к он n o r n l п * Л у Ч а й ' к о г д а В и С л е ж а т н а 

о д П у с т ь с т о р о н ы Л £ , Л С n p ^ i б щ е г о с л У ч а я Я<г.) 
/причем A , = £ ) , а с т о р о н ы А С Rr™ ° Т р е з к и ^ в т о ч к а , х Dk' Ek 

I и 1Г в т о ч к а х £ , , /^Г (рис 3? п е р е с е к а ю т о т р е з к и I / м е ж д у 
q П р о в о д я о т р е з к и DuFu \ 

-утую на т р е у г о л ь н и к Л 5 С п п р К Ж е ^ / + ь П 0 Л У Ч И М к а к б ы н а Т 
опирающихся на р ^ (рис 3) П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь т р е у г о л ь н и к о в ф 

С о п о с т а в и м к а ж д о м у | ' с о о т в е т с т в у ю щ и й т р е у г о л ь н и к | на 
А'-ПЛОСКОСТИ И ПрИЛОЖИМ ИХ nnvn тг 3 » y 

ники tj. В р е з у л ь т а т е п о л у - Р У А Р К У Т а к ж е ' К а к с м е ж н Ы т Р е У г 0 Л Ь ' 
чим « к р и в о й » т р е у г о л ь н и к 
А'В'С, с т о р о н ы к о т о р о г о 
равны по д л и н е с т о р о н а м 
m m 

Это п о с т р о е н и е в п о л н е 
аналогично п о с т р о е н и ю , п р о ­
веденному в д о к а з а т е л ь с т в е 
леммы 4 . П о в т о р я я д а н н ы й 
там в ы в о д , у б е д и м с я , ч т о 
углы на с т о р о н а х н а ш е г о 
„кривого" т р е у г о л ь н и к а > тс 
и значит А ВГС' — в о г н у т ы й 
треугольник. П у с т ь а\ |S', Y 
его у г л ы при в е р ш и н а х А' 
В', С'. П о л е м м е 1, п р и р а с ­
прямлении т р е у г о л ь н и к а они 
не убывают. Н о р а с п р я м л е н ­
ный т р е у г о л ь н и к б у д е т т р е ­
угольником ^ с о о т в е т с т в у ю щ и м и с х о д н о м у т р е у г о л ь н и к у ABC на { L t } . 

Ш тк nanoQ пк 9>к чк. И М Р Р М : 

Рис. 3. 

(4) 

Поэтому, о б о з н а ч а я у г л ы Т ч е р е з а , р , к , 

" f а' < ак, р ' < Щ | < I 

Пусть т е п е р ь ШШШ у г л ы т р е у г о л ь н и к а ABC. У г о л а е с т ь в м е с т е 
« т е м у г о л в т р е у г о л ь н и к е ^ = АОр+1Ер„. П о у с л о в и ю о н не б о л ь ш е 

tK. Н о э т о т у г о л я в л я е т с я в м е с т е с т е м у г л о м 

( 5 a ) 

Угла в ' т р е у г о л ь н и к е tf. Н о э т о т у г о л з 
у г о л ь н и к е Л ' Я ' С . С т а л о б ы т ь , а в в о г н у т о м т р е ; 

а < а 

. а я л я е т с я у г л о м в п о с л е д н е м т р е у г о л ь н и к е Щ 
О п и я п Н а л О Г И Ч Н 0 ' У Г 0 Л „ 1 я г П о э т о м у он т а к ж е не м е н ь ш е с о о т в е т -
прилегающем к с т о р о н е ^ С . п р е т о у щ * С л е д о в а т е л ь н о , 
с т в у ю щ е г о у г л а в т р е у г о л ь н и к е Щщлщ J 

т 4 ф- ( 5 б ) 
и мп й пои в е р ш и н е Л . В этой в е р ш и н е 

схпп о н е ц ' Р а с с м о т р и м у г о л Р F В р р р в с и л у о б щ е й 

т е о п ! Т С Я т р и т P e У г o л ь н и K ^ ^ ' T l + P з > P и> к Р ° м е т о г о > P i < P f . 
«ореыы с л о ж е н и я , и м е е м . Pi + ^ r t

B с о о т в е т с т в у ю щ и х т р е у г о л ь -
х ^2 > Рз < Р^ , г д е р , , ?2 > Рз 
Вестник Ленинградского университета ^ 1. 195 ^ 



л . 

н и к а х I * . Э т и т р и у г л а в с у м м е о б р а з у ю т у г о л р н а ш е г о в о г н у , 
т о г о т р е у г о л ь н и к а . П о э т о м у о к а з ы в а е т с я 

С о е д и н я я (4 ) , ( 5 а ) , ( 5 6 ) , ( 5 в ) , п о л у ч а е м , а < а , р < р , т < т , ч т о | 
т р е б о в а л о с ь д о к а з а т ь . 

М ы п р е д п о л а г а л и , ч т о с т о р о н ы АВ, АС н и г д е н е в с т р е ч а ю т с я ц а 

о т р е з к а х Z.* м е ж д у Lp и Lq и с т о р о н ы Я С , АС н е в с т р е ч а ю т с я на I f 

м е ж д у La и 1 Г . Д о п у с т и м т е п е р ь , ч т о э т о н е т а к . 
П у с т ь , н а п р и м е р , с т о р о н ы АВ, АС в с т р е ч а ю т с я в т о ч к е D на 

о т р е з к е Lk. Т о г д а и х ч а с т и AD п р е д с т а в л я ю т д в е к р а т ч а й ш и е , с о е д и -
н я ю щ и е о д н и и т е ж е т о ч к и А и D. П о л е м м е 4 , о н и д о л ж н ы в е т р е -
ч а т ь с я т а к ж е в н е к о т о р о й т о ч к е Е н а о т р е з к е Lp+u с о с е д н е м с 1 р . 
П о л е м м е 3 у г о л м е ж д у о т р е з к а м и АЕ с т о р о н АВ, АС д о л ж е н б ы т ь 
р а в е н н у л ю , а о н и е с т ь у г о л а . П о с к о л ь к у в р а с с м а т р и в а е м о м с л у -
ч а е а = 0 , т о з а в е д о м о а < ак- С о в е р ш е н н о т а к ж е , е с л и с т о р о н ы ВС„ 
АС в с т р е ч а ю т с я , т о _ £ = 0 и , с л е д о в а т е л ь н о , у < 7 * . 

П у с т ь т е п е р ь А п о с л е д н я я т о ч к а , в к о т о р о й в с т р е ч а ю т с я с т о р о н ы 
АВ, АС, т а к ч т о и х ч а с т и АВ, АС_ * у ж е н и г д е н е п е р е с е к а ю т с я на 
о т р е з к а х / , # . А н а л о г и ч н о , п у с т ь С п о с л е д н я я т о ч к а { в с т р е ч и сторон; 
С А, СВ ( н е и с к л ю ч а я С = С). 

Д л я т р е у г о л ь н и к а ~Т= ~АВС и м е е т м е с т о у ж е р а с с м о т р е н н ы й слу­
ч а й . П о э т о м у д л я е г о _ у г л а р, к о т о р ы й с о в п а д а е т с у г л о м и с х о д н о г о 
т р е у г о л ь н и к а , и у г л а $к с о о т в е т с т в у ю щ е г о т р е у г о л ь н и к а Т и м е е м : 

_ \ Ш р ; (ба> 
а н а л о г и ч н о , е с л и С = С, и м е е м : 

Щ Л ( 6 6 ) 

П о с т р о и м т е п е р ь н а / С - п л о с к о с т и _ о т р е з к и , р а в н ы е п о д л и н е АА 
и СС, и п р и л о ж и м и х к в е р ш и н а м А, С т р е у г о л ь н и к а Тк т а к , ч т о б ы 
о н и о б р а з о в ы в а л и с е г о с т о р о н а м и у г л ы < тт. П о л у ч и м в о г н у т ы й 
т р е у г о л ь н и к с о с т о р о н а м и , р а в н ы м и с т о р о н а м т р е у г о л ь н и к а Т=АВС. 
Р а с п р я м л я я э т о т в о г н у т ы й т р е у г о л ь н и к , п о л у ч и м | т р е у г о л ь н и к Тк. П р и 
э т о м у г л ы у в е л и ч а т с я . Т а к и м о б р а з о м : 

В м е с т е с ( 6 ) э т о д а е т р < f , т < Н и т е 0 р е м а д о к а з а н а 
7 . Т е п е р ь м ы ф о р м у л и р у е м и д о к а ж е м у т в е р ж д е н и е к о т о р о е 

б у д е т н е п о с р е д с т в е н н о и с п о л ь з о в а н о д л я д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы 3 § 2 -

ТОПГ.А:Й™2?Г Н Э I ' * и с х о д я щ и е ' и з о / н о й 

с о е д и н я ю щ и е у к а з а н н ы е т о ч к и а т а к ж е « „ „ к Р а ™ ш и е н а { Ы > 
п л о с к о с т и т р е у г о л ь н и к 0 ' Х ' г \ о с ? о ш н а м и

Д п я ? ' ПоСЯ?ШпуЯХУ 
и о б о з н а ч и м ч е р е з ^ ( * , Г ° - к о р о ч Г ' . ^ Т - £ * $ ^ 

М Т ^ У Г Л К 5 « 0 S S K L T р ^ 0 ™ Л Г О с л е Т у Ц 

з д е с ь л и ш ь д л я т о ч е к / К , л е Г ^ и х ^ ^ ^ - Т а к ч Г ^ 
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ттые OX 0Y п р о б е г а ю т , В о о б | 1 
в к л ю ч е н и е п р е д с т а в л я е т с л у ч а й 
„о к а к о м у - л и б о о т р е з к у / , „ * ' 
й е й н е п р е р ы в н о . ) т о г < я 

Д о к а з а т е л ь с т в о Пл« 
А,В на Ж , А, и т а к о й r o S f ^ ^ 

гочка 

1(ЧВ)>Г{А,С). 

: к р е т н ы й р я д з н а ч е н и й , 
м, к р а т ч а й ш а я М и д е т 
о ж е т п е р е м е щ а т ь с я п о 

ч т о при л ю б ы х т о ч к а х 
<ОВ, б у д е т 

Р а с с м о т р и м с н а ч а л я «r^™,. *. 
к а к о м у о т р е з к у , т а к ч т о T 0 Z n T f ' к о г д а [ О / ^ не '* вдет ' н и п о 

I Lr. Т а к к а к С л е ж и т м е ж д у о и ? Л е Ж З Т н а р а з н ы Х 0 T P f к а х Z ^ 
м о ж н о с ч и т а т ь р<а<Гг 7 Г Ж д у и и #> т о , н е о г р а н и ч и в а я о б щ н о с т и , 
О Д , и л и Л £ в к а а д й - т о т о т J a r ? M с л у ч а е i ? н е о б х о д и м о п е р е с е к а е т 
ПУСТИМ ч т о Z. n e n p r I L D и м о ж е т б ы т ь с о в п а д а ю щ е й с Л . Д о -

У Т о г д а мьт П е Р е ^ е к а е т и м е н н о Л £ в т о ч к е , о т л и ч н о й о т А. 
Т -DBC с о б т п р Г е е М Т Р И т р е у г о л ь н и к а : Т^ОАС, T2 = ADC, 
I ™ T O C V M в е р ш и н о й С . Т а к к а к О С и С £ о б р а з у ю т к р а т ч а й ­
ш у ю , т о с у м м а у г л о в э т и х т р е у г о л ь н и к о в п р и о б щ е й в е р ш и н е С 
б у д е т > тт. А н а л о г и ч н о с у м м а у г л о в п р и D т а к ж е > тс. 

/г А-Л И " 0 С Т Р 0 И Т Ь н а АГ-ПЛОСКОСТИ с о о т в е т с т в у ю щ и е т р е у г о л ь н и к и 
7*1, 7 г , 7 з , т о п о т е о р е м е 5 и х у г л ы м о г у т б ы т ь т о л ь к о " б о л ь ш е , " ч е м 
У Ти Тъ Т3. П о э т о м у , п р и к л а д ы в а я Щ\ 7 f , 7 f д р у г к д р у г у п о д о б н о 
тому , к а к п р и л е г а ю т Ти Г 2 , Г 3 , п о л у ч и м в о г н у т ы й т р е у г о л ь н и к 
®',^, ,' Е г 0 у Г О Л п р и ° ' е с т ь Т ( Д С ) - Р а с п р я м л я я т р е у г о л ь н и к 
О ' Л ' Б ' , п о л у ч и м т р е у г о л ь н и к , с о о т в е т с т в у ю щ и й О А Б , п р и э т о м у г о л 
у ( Л , С) н е у м е н ь ш и т с я и в м е с т е с т е м с т а н е т р а в н ы м т ( Л , £ ) . С л е ­
д о в а т е л ь н о , 7 (Л, С) < т ( Л , Б ) . 

В с л у ч а е , к о г д а о т р е з о к Lq, и д у щ и й ч е р е з С, п е р е с е к а е т ОА и л и 
п р о х о д и т ч е р е з Л , р а с с у ж д а е м а н а л о г и ч н о . 

Т о ч н о т а к ж е , е с л и ОС и д е т по о т р е з к у Lqi т о а н а л о г и ч н о е р а с ­
с у ж д е н и е с т р е у г о л ь н и к а м и ОАС, ABC п р и в о д и т к т о м у _ ж е р е з у л ь ­
тату . Т е о р е м а б д о к а з а н а . 1 

§ 4 . Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3 j 

1. П у с т ь F — л и н е й ч а т а я п о в е р х н о с т ь в м е т р и ч е с к о м п р о с т р а н с т в е , 
Для к о т о р о й в ы п о л н е н о у с л о в и е т е о р е м ы 3 § 2 , т . е . п р и н е к о т о р о м 
д а н н о м К у г л ы л ю б о г о о п и р а ю щ е г о с я на F т р е у г о л ь н и к а Т н е б о л ь ш е 
у г л о в с о о т в е т с т в у ю щ е г о т р е у г о л ь н и к а Т н а К - п л о с к о с т и . Т е о р е м а 3 
У т в е р ж д а е т ч т о в таком случае то же верно для треугольников на F. 

Л о к я ч я т е л ь с т в о б у д е т о с н о в а н о н а с в о е г о р о д а п р и б л и ж е н и и п о -
в е р х Й ^ ^ ^ ю й м и с я с о в о к у п н о с т я м и { М е е о б р а з у ю щ и х . 
И м е н н о м ы р а с с м а т р и в а е м т а к и е с о в о к у п н о с т и о б р а з у ю щ и х {/.,}„ 
( я « 1 % ^ Р ц т о Г л + D - а я с о в о к у п н о с т ь п о л у ч а е т с я и з / ю й п р и с о е -
\u„~ ' Z > * - - J > ч ш v T n ' m v n [ и к а ж д а я о б р а з у ю щ а я п о в е р х н о с т и F 

о 6 1 ^ Т ^ с о в о к у п н о с т е й Ш П р и э т о м , к а к м ы 
ь п р е д е л о о р а з у ю щ и л п о в е р х н о с т и F - - о к а з ы в а е т с я п р е -

* а ж е м , м е т р и к а - Р а с с т о я н и я * а ^ { 1 / } . 
л о м м е т р и к - р а с с т о я н и й Б ^ / п л б у д у т т а к ж е о п и р а т ь с я 

Т р е у г о л ь н и к и Т, « « Р а ^ е с я ^ J ^ т р е у г о л ь н и к о в » 
^ , и п о т о м у у н и х у г л и [ н е о о ' ь т а т а м и § 3 . 
^ о м у м ы с м о ж е м в о с п о л ь о п 0 Л У ч а е т с я н а э т о м п у т и ч е р е з р я д 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы о i J с с м а т р и в а т ь к а к у ю - л и б о д а н -
•ы*- П р и э т о м м ы в с е в р е м я с у д е - у 



А, Д, Александров 

гежап 
м м 
Х0ДА1 
у щ е с 

л д е е й ч а т у ю i 
М*ТВ0РЯЮЩУ* 

Л е м м а 1. П> 
р е на о б р а з ) 
ц е с * с о в эк VII1 

ц я е с я к А и 
т в у е т к р а т ч а к 
i существует 

IX ( 

ю х н о с т ь F, и м е ю щ у ю в н у т р е н н ю ю метрику 
1Я д а н н о м К у с л о в и ю т е о р е м ы 3 . 

л в — т о ч к и на л и н е й ч а т о й п о в е р х н о с т и я 
их L М Р а с с м а т р и в а е м н е о г р а н и ч е н н о СГу1 

о б р а з у ю щ и х [Ц)п и на н и х т о ч к и Д в 

[а к а ж д о й с о в о к у п н о с т и о б р а з у ю щ и х {Цп 

ая АпВп- У т в е р ж д а е т с я : 
сходящаяся последовательность из кратчайших 

W % предел сходящейся последовательности этих кратчайших 
есть кратчайшая А В на F; —— 

3) длина АВ равна пределу длин АпВп; э т о з н а ч и т , ч т о рас­
с т о я н и е PF(AB) т о ч е к А, В на F р а в н о п р е д е л у р а с с т о я н и и точек 
А„, В„ на с о в о к у п н о с т я х {Li)n- . п 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Т а к к а к к р а т ч а й ш а я АпВп н а п о в е р х н о с т и р 
п е р е с е к а е т в с е о б р а з у ю щ и е м е ж д у т о ч к а м и Ап, Вт а к р а т ч а й ш а я 
д ^ " н а {Li)n — т о л ь к о в х о д я щ и е в д а н н у ю с о в о к у п н о с т ь , ™ м е ж д у дли­
н а м и э т и х к р а т ч а й ш и х и м е е т с я н е р а в е н с т в о 

з(АМ < s (AnBn) = ?F iAn> впУ (1) 

А т а к к а к А п ^ А , В п ^ В , т о ?F (An, Bn)->pF(A, В), ч т о в м е с т е с (1) 

д а е т 
\ms(AnBn)<pF{A, В). (2) 

О т с ю д а с л е д у е т , к р о м е т о г о , ч т о д л и н ы к р а т ч а й ш и х АпВп о г р а н и ч е н ы 
в с о в о к у п н о с т и . 

Д о к а з а т е л ь с т в о с у щ е с т в о в а н и я с х о д я щ е й с я п о с л е д о в а т е л ь н о с т и 
и з э т и х к р а т ч а й ш и х м о ж н о п р о в е с т и п о э т о м у о б ы ч н ы м п у т е м . И м е н н о , 
в ы б и р а е м п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь к р а т ч а й ш и х , у к о т о р ы х с х о д я т с я точки , 
л е ж а щ и е н а о б р а з у ю щ и х п е р в о й с о в о к у п н о с т и { L / } x . И з э т о й п о с л е ­
д о в а т е л ь н о с т и в ы б и р а е м п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь к р а т ч а й ш и х , у к о т о р ы х 
с х о д я т с я т о ч к и , л е ж а щ и е на о б р а з у ю щ и х в т о р о й с о в о к у п н о с т и , и т. д. 
Т о г д а д и а г о н а л ь н а я п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь б у д е т с х о д я щ е й с я , и п е р в о е 
у т в е р ж д е н и е л е м м ы о к а ж е т с я д о к а з а н н ы м . 

Е с л и о б о з н а ч и т ь ч е р е з АВ п р е д е л к а к о й - л и б о с х о д я щ е й с я п о с л е ­

д о в а т е л ь н о с т и к р а т ч а й ш и х АпВп, т о , п о и з в е с т н о й т е о р е м е , для 

д л и н ы АВ и м е е м н е р а в е н с т в о 

s(AB)K\\ms(A^Bn~). (3) 
/-»• 00 1 1 

В м е с т е с т е м , « ( Л В ) н е м е н ь ш е р а с с т о я н и я м е ж д у т о ч к а м и А и В на F 

s(AB}>pF(A, В). (4) 

С о п о с т а в л я я т е п е р ь ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) , у б е ж д а е м с я , ч т о | (АВ) = о J A, U 
А э т о з н а ч и т , ч т о АВ - к р а т ч а й ш а я н а F 

и з к о а ^ л ™ , " V S r ™ б Ы 3 3 р а Н е е Ш Д е л и т ь т а к У ю п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 

д е л у П т Т Л п "т' ' К ° Т ° Р 0 Й Д Л Й Н Ы c x o ™ * и х н и ж н е м у пре-
упт${АПьл). Т о г д а п р и д а л ь н е й ш е м в ы б о р е о т с ю д а с х о д я щ е й с я 

п о с л е д о в а т е л ь н о с т и АПВ~ м ы и м е л и б ы 

л-^ов 
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П о 9 Т О м у в ы е с т о ( 3 ) м о ж н о б ы л о б ы н п п и с а т ь 
S(AB}- П т Я ( Л , 7 й п ) ' . (5) 

С о п о с т а в л я я т е п е р ь ( 2 ) , (4 ) (s\ VK2Z „ 
v e T и ч т о v >' У ° е ж д а е м с я , ч т о Um s(AnB„) с у щ е с т -

| S { A B ) = 9AA, В ) - l i m e ( ; а д , ( б ) 

3 . Л е м м а 2 . П у с т ь с о в о к у п н о с т и о б р а з у ю щ и х {!,}« ( « = ' • 2 , - - ) 

Г - - — ^ „мл„ЛПпш»?Р^яа&ших М> N,~подобно 'п. 7 §"Ъ, оказы­
вается неубывающей функцией расстоянии 9jf(p, X), Р Д о , Г ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ф и к с и р у е м на М и TV т о ч к и X и К П у с т ь 
Л,,, Г я - с х о д я щ и е с я к н и м т о ч к и на МП9 Nn, л е ж а щ и е на о т р е з к а х , 
п р и н а д л е ж а щ и х {/.,}„. п' ^ ^ 

П о л е м м е 1 р а с с т о я н и я м е ж д у т о ч к а м и 0Пъ Хп, Yn, и з м е р е н н ы е 
на [LiU* с х о д я т с я к р а с с т о я н и я м м е ж д у т о ч к а м и О , X, Y на F. 
Угол т о п р е д е л я е т с я э т и м и р а с с т о я н и я м и и з а в и с и т о т н и х н е п р е р ы в ­
но. П о э т о м у 

Т й * ( * Y) = \im^M N (Xn, Yn). ( 7 ) 
а-* оо /г п 

Пусть т е п е р ь т о ч к и А " , V на Ж , W л е ж а т б л и ж е к О , ч е м Z и Y, 
пусть т о ч к и . A V , Yn' н а Л 1 Я , А ^ , л е ж а щ и е на о т р е з к а х {Ц)п, с х о ­
дятся к Х \ Y''. Т о г д а п р и б о л ь ш и х н э т и т о ч к и Xn , У / / т а к ж е 
л е ж а т б л и ж е к От ч е м Хп, Уп. П о э т о м у , п о т е о р е м е б § 3 

N ( * „ ' , Yn') < • £ N (Хп, Yn). 
. п п п 

П р и м е н я я ( 7 ) к т о ч к а м X, Y и А ' , Г, п о л у ч и м о т с ю д а , ч т о 

4«N(X', Ь Щ Щ Щ 

и л е м м а 2 д о к а з а н а . 
Л е м м а 3 П у с т ь т р е у г о л ь н и к Т = ЛВС на г я в л я е т с я п р е д е л о м т р е ­

у г о л ь н и к о в А„ВпСп н а с г у щ а ю щ и х с я с о в о к у п н о с т я х о б р а з у ю щ и х { ! /}„ . 
Тогда углы треугольника Т не больше углов соответствующего тре­
угольника Тк на К-плоскости. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Р а с с м о т р и м , н а п р и м е р , у г о л а п р и в е р ш и н е 
Л. П о о п р е д е л е н и ю 1 

а = l im ЧАВ,АС\Х> r > 

Но по л е м м е 2 у г о л т е с т ь н е у б ы в а ю щ а я ф у н к ц и я АХ, AY, а п о т о м у 

«. в ч а с т н о с т и , « < Т $ Л Д С ( Л , О — * • 

1 3»КЛ 
ИНя. к 

й „ т л определялся как верхний предел углов т 
1И угол, т. е. верхний угол u . r _ m н о это, очевидно, не имеет значе-

эвских треугольниках (т. е. "Р1^ ч "Г, £ с т ь неубывающая функция АХ, л К 
ати сказать, из того что 1 ^ ; е / 0 е сть не только верхний угол, но 

1] угол, т 

существует н т 
X, Y-+A 

( X П 

УЫЧНОМ 
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айш 
сть 

Т е п е р ь д о к а ж е м у т в е р ж д е н и е , к о т о р о е и д а е т н е п о с р е д с т в е н 

3 - т „ i * гпоппемы 3 каковы бы ни были крат 
р е м а 7 . При условии те°Р™ы

пдной т0Яки О, угол т * ( х \ 
М и N на F, исходящие из оонои ти у \ кл, ^ 

и « я ^ 7 о с С : н Т ; о К s a S ; Г п Р ; ( л 0
ю Д т о ч к е 

Г „ а Д ^ ? л ^ ^ Л т о С
Ч ? к ^ Д 7 н а 0 М ° т а Д к и х , ч т о ОХ'<ОХ, б у д е т 

Ф и к с и р у е м т о ч к и X, X', Y с у к а з а н н ы м и у с л о в и я м и . ^ 

П о л е м м е 1 с у щ е с т в у ю т к р а т ч а й ш и е ^ ^ / ^ о ч к и О Л ' 
я в л я ю щ и е с я п р е д е л а м и к р а т ч а й ш и х , с о е д и н я ю щ и х ^ ™ ч к и О - , 0 ) 
X ' -Jx' X -+Х Y -> Y на н е к о т о р ы х с г у щ а ю щ и х с я с о в о к у п н о с т я х 

П * П f i t » 
о б р а з у ю щ и х {Ь(}п (п Щ 1, 2 , . . . ) . — п р о ­

о б р а з о в а н н ы е э т и м и к р а т ч а й ш и м и т р е у г о л ь н и к и ' i - O X Y , 
f = ^ Y F " H Г I O A T я в л я ю т с я п р е д е л а м и т р е у г о л ь н и к о в н а { L ^ . Сто­
р о н ы э т и х т р е у г о л ь н и к о в р а в н ы с т о р о н а м т р е у г о л ь н и к о в Щ ^ ^ о г р а ­
н и ч е н н ы х с о о т в е т с т в у ю щ и м и о т р е з к а м и М, N и к р а т ч а й ш и м и * Т , XY 

П о с т р о и м на / С - п л о с к о с т и с о о т в е т с т в у ю щ и е т р е у г о л ь н и к и Щ Г 2 , 
Тк. У г л ы в т р е у г о л ь н и к а х . 7 f , 7 * п р и в е р ш и н а х , о т в е ч а ю щ и х точке 
О, е с т ь н е ч т о и н о е , к а к т ^ , TV ( ^ ' » ^ ) и Чм, N (Х> * 0 - _ 

П р и к л а д ы в а я 7 f , 7 f д р у г к д р у г у т а к ж е , к а к с м е ж н ы Щ и Щ 
п о л у ч и м ф и г у р у Ti + 7 f , к о т о р а я о к а з ы в а е т с я в о г н у т ы м т р е у г о л ь ­
н и к о м . 

В с а м о м д е л е , т а к к а к п о д л и н е ОХ' Щ ОХ и Х'Х = ХХХ, то 

ОХ' + Х'Х п р е д с т а в л я е т с о б о ю к р а т ч а й ш у ю м е ж д у О и ! П о э т о м у 
у г л ы 5] , ?2 т р е у г о л ь н и к о в Ти 7^ п р и т о ч к е Хг — с м е ж н ы е , и потому 
| 1 + ^ 2 > 1 г . _ _ 

Т р е у г о л ь н и к и Ц T2 я в л я ю т с я п р е д е л а м и т р е у г о л ь н и к о в н а {Lj\ni 

и к н и м п р и л о ж и м а л е м м а 3 . П о э т о м у д л я у г л о в т р е у г о л ь н и к о в Т\, 
Т* и п о д а в н о 

1 + 5'2 > ТС. 

А э т о и з н а ч и т , ч т о 7 f + 7 f е с т ь в о г н у т ы й т р е у г о л ь н и к . 

Р а с п р я м л я я е г о , п о л у ч и м т р е у г о л ь н и к Тк. П р и э т о м у г о л при 
в е р ш и н е , с о о т в е т с т в у ю щ е й т о ч к е О , н е у м е н ь ш а е т с я : 

т £ * ( * ' . Y)<^N{XM Y). 
Т е о р е м а д о к а з а н а . 

И з т е о р е м ы 7 н е м е д л е н н о с л е д у е т т е о р е м а 3 Е с л и 'Т^АВС 
т р е у г о л ь н и к н а F, т о е г о у г о л а е с т ь п о o n o e T l u L ° 

п о о п р е д е л е н и ю 

а к х, Y-+A у ~ " а = l i m 1КАВ;АЛХ, П 

« * = f ( S , С ) , 

и т а к к а к т * е с т ь н е у б ы в а ю щ а я А у н к п и » ^ о ' -
В м е с т е с т е о р е м о й 3 , в с и л у в ь т и п ™ „ к ^ Ц я 5 т о о к а з ы в а е т с я * < " 
1. 2 и 4 . ' С И л у в ы в ° Д О в § 1, 2 , д о к а з а н ы т а к ж е т е о р е ^ 
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§ 5 . З а м е ч а н и я к о п р е д е л е н и ю к р и в и з н ы 
1. В д а н н о м в § 1 о п п е л р пп« 

в е с к о г о п р о с т р а н с т в а R в 1 Т В е р Х Н е й К Р И В И З Н Ы * * ( д ) м е т Р й ' 
н ы е а т р е у г о л ь н и к и Г , д л я K O T O D L 9 ° / - С ™ у Ю г , р о л ь и г р а ю т » в ы Р 0 Ж Д е н ' 
равна т р е т ь е й ( п о д R м о ж н о Г п 1 ^ ) = 0 , т . е . с у м м а д в у х с т о р о н 
н о с т ь F с е е в н у т р е н н е й м ! Н Д ' п о д р а з у м е в а т ь т а к ж е п о в е р х -
я м е е т з н а ч е н и я , к а к в ы я с н я е т г ! ^ 0 }* Ф а к т и ч е с к и , о д н а к о , э т о н е 

Т е о р е м а 8 . Если в Г 1 я е т с я и з с л е д у ю щ е й т е о р е м ы . 
угольники вирождаютгя ^ ° р 0 и окРес"™ости точки А все тре-
резку. Если же это ЯР ^ ° Ш а т я окРестностъ сводится к от-

™i» A mrsl? (AX имее™< места ни для какой окрестности 
ти*»» > w А / ? [Л) н е меняется от того, допускаем ли мы к рас-

' M ° 7 Z 7 J T Z i e H H H e "Реугояънит, или нет. 
*» г К ^ я ^ п т ^ Г y T B

D
e P ^ e H ^ - П у с т ь н и к а к а я о к р е с т н о с т ь т о ч к и А 

не с в о д и т с я к о т р е з к у . В о з ь м е м в б л и з и А т о ч к у X и п р о в е д е м о т р е ­
з о к АЛ 1 а к к а к о к р е с т н о с т ь А н е с в о д и т с я к АХ, т о м о ж н о в з я т ь 
т о ч к у В в н е АХ т а к , ч т о АВ < АХ. П у с т ь , к р о м е т о г о , С т а к а я 
т о ч к а н а АХ, ч т о АС = АВ. 

Р а с с м о т р и м т р е у г о л ь н и к ABC. Е с л и о н н е в ы р о ж д е н , т о н а ш е 
у т в е р ж д е н и е д о к а з а н о . Д о п у с т и м п о э т о м у , ч т о он в ы р о ж д а е т с я , т . е . 
что АВ -\-АС = ВС. ( Д р у г и е в о з м о ж н о с т и и с к л ю ч е н ы , т а к к а к 
Л £ = А С ) В т а к о м с л у ч а е о т - ШШШтШШШ ш Ш Н П Ш 
р е з к и АВ, АС о б р а з у ю т в м е с т е 
юдин о т р е з о к АВ + АС ( р и с . 4 ) . 

Т а к к а к н и к а к а я о к р е с т ­
н о с т ь А н е с в о д и т с я к о т р е з к у , 
то м о ж н о в з я т ь т о ч к у D в н е 

о т р е з к а АВ + АС и п р и т о м п м г i i i i i i f w n m m n r n r M ~ ' ^ • н п и — и т г п 
- б л и ж е к Л , ч е м В и С. 

Т а к к а к BD + CD >BC= 2AB, т о х о т я б ы о д и н и з о т р е з к о в 
BD CD н е м е н ь ш е АВ. П у с т ь с к а ж е м BD>AB. К р о м е т о г о , 
BD< АВ + AD < АВ + АС = ВС, п о э т о м у на о т р е з к е АС е с т ь т а к а я 
т о ч к а Е, ч т о BE = BD. 

Т р е у г о л ь н и к BDE н е в ы р о ж д е н . В с а м о м д е л е т а к к а к BD = BEy 

т о в ы р о ж д е н и е . е г о в о з м о ж н о л и ш ь п р и DE^BD + BE, ч т о н е в о з ­
м о ж н о , т а к к а к Я Н ШШ% „ и 

BD + BE>2AB>AD + AE>DE. 

Т а к и м о б р а з о м , м ы н а х о д и м н е в ы р о ж д е н н ы й т р е у г о л ь н и к , и п е Р -

д и и „ т ^ я и к и т о К (А) н е м е н я е т с я о т т о г о , д о п у с к а е м 
н е в ы р о ж д е н н ы е т р е у г о л ь н и * % ™ 2 е в т г т р е у г о л ь н и к и , и л и н е т . 
* ы к р а с с м о т р е н и ю т а к ж е ^ т р е у г о л ь н и к а Т в е л и ч и н у 

В § 1 м ы о п р е д е л и л и д л я т р е у ю 

К(Т) 
• ос п Р и 5 ( Р ) = 0 , 3 ( Г ) > 0 

оо п р и S ( P ) = 0, 5 ( Г ) < 0 . 
I UJ i*f»* N 

и н о г о т р е у г о л ь н и к а в с е г д а 8(7") > О, 
к с т а т и с к а з а т ь , д л я в ы р о ж д е н н к и в о з м о ж н о л и ш ь 8 ( Г ) = о . ) 
а п о э т о м у в п о с л е д н е м с л у ч а е ф а 



t e e , в е л и ч и н а К (А) была о п р е д е л е н а ф о р м у л о й 

К(А)**НтК(Т). Я 
V Т-А U) 

и д о п у с к а т ь т о л ь к о н е в ы р о ж д е н н ы е т р е у г о л ь н и к и Т и об0 зГ 
э т в е т с т в у ю щ и й в е р х н и й п р е д е л ч е р е з К ( Л ) , т о , о ч е в и д н о : 

на. 

Д о к а з ы в а е м о е у т в е р ж д е н и е с о с т о и т в т о м , ч т о 

ТС {А) =--К(А). - (3) I 

И з н е р а в е н с т в а ( 2 ) я с н о , ч т о п р и К (А) = с о , э т о в е р н о . 
Д о п у с т и м , ч т о К (А) < с о . Т а к к а к д л я в ы р о ж д е н н ы х т р е у г о Л ь . 

н и к о в Г , д л я к о т о р ы х 3 ( Г ) < 0 , п о о п р е д е л е н и ю / ( ( / _ ) _ оо, Т о 

п р и в л е ч е н и е т а к и х т р е у г о л ь н и к о в н е м о ж е т у в е л и ч и т ь К'(А). Поэто-
м у о с т а е т с я р а с с м о т р е т ь л и ш ь т е в ы р о ж д е н н ы е т р е у г о л ь н и к и , Д Л я 

к о т о р ы х 8 (Т) > 0 . 
М ы д о к а ж е м , о д н а к о , ч т о п р и 1С (А) < оо в н е к о т о р о й окрест­

н о с т и т о ч к и А в о о б щ е н е б у д е т т а к и х в ы р о ж д е н н ы х т р е у г о л ь н и к о в . 
Т е м с а м ы м и н а ш е у т в е р ж д е н и е (3 ) б у д е т д о к а з а н о . 

Д о п у с т и м , ч т о с к о л ь у г о д н о б л и з к о к А е с т ь в ы р о ж д е н н ы е тре­
у г о л ь н и к и с 8 ( 7 ) > 0 . П у с т ь T = BCD т а к о й т р е у г о л ь н и к и пусть, 
д л я о п р е д е л е н н о с т и , BC = BD + DC ( р и с . 5 ) . Т о г д а BD и DC обра­
з у ю т в м е с т е о д и н о т р е з о к , т а к ч т о у г о л м е ж д у н и м и р а в е н тт. А так 
к а к < 5 ( 7 ) > 0 , т о п о к р а й н е й м е р е о д и н и з у г л о в (3, т п р и в е р ш и н а х 

В я С>0. П у с т ь и м е н н о у г о л п р и В б у д е т р > 0 . 
Т о г д а с т о р о н ы ВС и BD н е н а л е г а ю т п о л н о с т ь ю друг 
н а д р у г а в б л и з и В, так ч т о н а н и х н а й д у т с я несов­
п а д а ю щ и е т о ч к и X, У т а к и е , ч т о ВХ=ВУ и , стало 
б ы т ь , т а к ж е СХ = СУ. 

П р о в е д е м к р а т ч а й ш у ю ХУ. М ы п о л у ч а е м тре­
у г о л ь н и к и Тг = ВХУ и Т2=СХУ. П у с т ь Ы % и Ъ1У 

г\2 и х у г л ы п р и в е р ш и н а х X и У, Т а к к а к К 12
 й 

% , г\2 с м е ж н ы е , т о Ех + S2 > Я) % + т]2 > тт. Поэтому 

ЧТ1) + ЦТ2) = $1 + ч]1 + ^ п ) + 

+ ( | + ^2 + Т - « ) > р + Т-

с , ™ р И А Г ~ * 5 ' £ ! f и> о ч е в и д н о , 5 ( Г Д 
6 ( / 2

и ) - > 0 . П о э т о м у х о т я б ы о д н о и з о т н о ш е н и й 

ММ Ь(Т2) 

Рис. 5. 

д а т ь с я , к о г д а 

п р и н и м а е т с к о л ь у г о д н о б о л ь ш и е з н а ч е н и я . 
Е с л и п р и э т о м т р е у г о л ь н и к и 7 \ Т2 н е вырож­

д а ю т с я , т о л е м м а д о к а з а н а . Н о Г 2 н е м о ж е т в ы р о * ' 
л У м а л о , п о т о м у ч т о СХ = СУ 

д о п у с т и м , ч т о Г , в ы р о ж д а е т с я . Т а к к а к £ Г - Я Г ч т о в о з м о » " 0 

л и ш ь п р и у с л о в и и , ч т о ВХ + ВУ = ХУ. Н о т о г д а S А Д Г п о е д ^ ^ ' 
л я е т с о б о ю о т р е з о к м е ж д у X и v „ „ т о г д а л л - j - a r nVc* * 

Л Т . В т а к о м с л у ч а е v S Е * ' К Ч Т 0 е г 0 м о ж н о П Р Й 0 Я лба с л у ч а е у г л ы ч , ^ 2 > м е ж д у ^ г и с ^ ^ 6 у д у т 0ба 
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равны т , и м ы б у д е м и м е т ь * r / ' w * 
y U В б у д е т V 2) •> я . л и т а к о м с л у ч а е , п р и Л , 

ПЯТЬ О) Т. е. и " * ' » с к а з ы в а е т с я , ч т о А * Ш ~ ^ П Л 
С л е д о в а т е л ь н о , п р и j ^ M b - в о п р е к и п р е д п о л о ж е н и ю , 

в о о б щ е н е т в ы р о ж д е н н ы х т п ^ Г В н е к о т о Р о й о к р е с т н о с т и т о ч к и Л 
камй , ч т о и т р е б о в а л о с ь n n J i v Ш 1 к о в с п о л о ж и т е л ь н ы м и и з б ы т * 

3 . В д а н н о м в § 1 оппотт* — 
, л й Я H P „ f t / W M 4 . t о п р е д е л е н и и в е л и ч и н ы KD(A, F) м о ж н о в и ­

деть д в а н е д о с т а т к а : п е п в ы й п т л Л , RK «_ 
п о в е р х н о с т я м К и в т о р о й Ч Т п R Z 0 Т Н 0 С И Т С Я л и ш ь к л и н е й ч а т ы м 
„ и к о в , в е р ш и н ы к о т о р ы х л е ж а т н F р

Й С П О Л Ь З У ю т с я к Р о м е т р е у г о л ь -
от о п и р а ю щ и х с я на F"Поэтам J » ^ Г ' е щ е т Р е У г о л ь н и к и , о т с е к а е м ы е 
ппи K O T O D O M Т Р П П Р М , 'i i о э т о м / в с т а е т в о п р о с о т а к о м о п р е д е л е н и и , 
Ж ы Г п о в е о х ^ Ж и » б в д а б ы В е р н а ' н о К 0 Т ° Р ° е г о д и л о с ь б ы д л я 

™ « P S и с п о л ь з о в а л о т о л ь к о т р е у г о л ь н и к и с в е р ш и н а м и 
на п о в е р х н о с т и . Н а э т о т в о п р о с м ы н е и м е е м у д о в л е т в о р и т е л ь н о г о 

К о н е ч н о , м о ж н о б ы л о б ы о п р е д е л и т ь ~КР ( Л , F) д л я л ю б о й п о в е р х ­
ности F т о й ж е ф о р м у л о й (1 ) , д о п у с к а я к а к л ю б ы е т р е у г о л ь н и к и 
с в е р ш и н а м и н а F, т а к и о т с е к а е м ы е от н и х . Т е о р е м а 1 б у д е т т о г д а 
верна . Н о т а к о е о п р е д е л е н и е в с л у ч а е г л а д к о й п о в е р х н о с т и F в р и м а -
новом п р о с т р а н с т в е R н е д а е т к р и в и з н ы э т о г о п р о с т р а н с т в а в д о л ь 
д в у м е р н о г о э л е м е н т а , к а с а ю щ е г о с я FB т о ч к е Л , п о т о м у ч т о т р е у г о л ь ­
ники с в е р ш и н а м и н а F, в о о б щ е г о в о р я , н е с х о д я т с я п о н а п р а в л е н и ю 
к э т о м у д в у м е р н о м у э л е м е н т у . Т а к у ю с х о д и м о с т ь м о ж н о , н а п р и м е р , 
о б е с п е ч и т ь т р е б о в а н и е м , ч т о б ы т р е у г о л ь н и к и б ы л и „ с у щ е с т в е н н о 
н е в ы р о ж д е н н ы м и " , т . е . ч т о б ы о т н о ш е н и е к а ж д о й с т о р о н ы к с у м м е 
д в у х д р у г и х б ы л о „ с у щ е с т в е н н о м е н ь ш е е д и н и ц ы " , т . е . < 1 . — е . 
В с о о т в е т с т в и и с э т и м м о ж н о о п р е д е л и т ь д л я л ю б о й п о в е р х н о с т и 

KR(A9 F) = \imMK(T), (4> 

где б е р у т с я т р е у г о л ь н и к и Т, д л я к о т о р ы х о т н о ш е н и е к а ж д о й с т о р о н ы 
к с у м м е д в у х д р у г и х м е н ь ш е 1 - е . 

И с х о д я и з т а к о г о о п р е д е л е н и я , м о ж н о б ы л о б ы д о к а з а т ь т е о р е м у 
1 при н е к о т о р ы х о г р а н и ч е н и я х н а л и н е й ч а т у ю п о в е р х н о с т ь F. 

В л о к а л ь н о к о м п а к т н о м п р о с т р а н с т в е , г д е к а ж д а я т о ч к а и м е е т 
о к р е с т н о с т ь в к о т о р о й л ю б о й о т р е з о к п р о д о л ж а е м д о г р а н и ц ы о к р е с т ­
ности" м о ж н о о п р е д е л и т ь „ к а с а т е л ь н ы й к о н у с Q п о в е р х н о с т и F в т о ч ­
ке ™° О н о б р а з у е т с я п р е д е л а м и „ с е к у щ и х " XV, т . е . п р о д о л ж е н н ы х д о 
rnau!,. ' P f• « 1 Г , Р Г Т Н П С Т И о т р е з к о в , п р о х о д я щ и х ч е р е з т о ч к и 
г Раниц у к а з а н н о й о к р е с т н о е m « ' н 
* . YsF, п р и у с л о в и и , ч т о Л , ^ • к н т с х о д я т с я п о н а п р а в -

Е с т е с т в е н н о г о в о р и т ь , ч т о i p > у с х о д я т с я к т о ч к е А а и х 

£ н и ю к к о н у с у Q, е с л и н е т о л ь к о о н и ^ ^ д в ы б р а т ь в е р ш и н ы ^ 
; ™ Р о н ы к к о н у с у Q , н о еслиi у п е р е с е к а ю щ и е с т о р о н ы ВпС„, 
Г*> ч т о п р о д о л ж е н н ы е о т р е з к и л я л ^ ^ с х о д я щ е й с я п о с л е д о в а -
« * е с х о д я т с я к Q ( т . е . " Р . 7 И „ о в е р х н о с т ь F - л и н е й ч а т а я , т о я с н о , 

' «льности п р и н а д л е ж и т Ц)- ь с л и к 

„ „ „ ( н 0 компактные пространства с кривизной 
свойством обладают » » ' ь ^ 0 в ш е финслеровых пространствах. 

оря, конечно, о римановых 
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К т о о п и р а ю щ и е с я н а н е е т р е у г о л ь н и к и « о д я т с я ^ в э т о м с м ы с л е , „ 0 

н а п р а в л е н и ю к е е к а с а т е л ь н о м у к о н у с у в т о ч к е " • 
Р Т а к и м о б р а з о м , в л о к а л ь н о к о м п а к т н о м п р о с т р а н с т в е с п р о д о л ­

ж а е м ы м и о т р е з к а м и м о ж н о о п р е д е л и т ь KR (A, F) ф о р м у л о й ( 1 ) М я 

л ю б о й п о в е р х н о с т и , и е с л и д о п у с к а т ь з д е с ь н е только Чф™™** 
Т, с х о д я щ и е с я п о н а п р а в л е н и ю к к о н у с у Q , касающ™11* „*™™* * , 
н о и о т с е к а е м ы е о т н и х т р е у г о л ь н и к и , т о п р и т а к о м о п р е д е л е н и и 
т е о р е м а 1, к а к я с н о и з с к а з а н н о г о , б у д е т и м е т ь м е с т о -

М о ж н о л и о г р а н и ч и т ь с я р а с с м о т р е н и е м т р е у г о л ь н и к о в с в е р ш и . 

н а м и н а F, - в о б щ е м с л у ч а е , н а м н е и з в е с т н о . К о н е ч н о , м о ж н о и з м е -

н и т ь о п р е д е л е н и е KR {A, F) т а к , ч т о б ы т р е у г о л ь н и к и , о т с е к а е м ы е 

о т т е х , к о т о р ы е о п и р а ю т с я н а F, в э т о м о п р е д е л е н и и у ж е н е ф и г у , 

р и р о в а л и . Н а п р и м е р , о п р е д е л и м д л я т р е у г о л ь н и к а Т в е л и ч и н у К(Т), 
к а к т о ч н у ю н и ж н ю ю г р а н и ц у т е х К, д л я к о т о р ы х с о о т в е т с т в у ю щ и й 

т р е у г о л ь н и к Тк н а К-плоскости и м е е т н е м е н ь ш и е у г л ы , п р и ч е м 
К = + с о , е с л и т а к и х К н е т в о в с е , и К— — ° ° , е с л и э т о в е р н о 
п р и в с е х К. О п р е д е л и м з а т е м 

ЖЛА, F ) = m K ( T ) , 

т д е б е р у т с я т о л ь к о т р е у г о л ь н и к и Т, о п и р а ю щ и е с я н а F. Л е г к о в и д е т ь , 

ч т о д л я т а к о п р е д е л е н н о й в е л и ч и н ы KR {A, F) т е о р е м а 1 в е р н а . 

В о о б щ е , п о л ь з у я с ь о б щ е й о ц е н к о й р а з н о с т и у г л о в т р е у г о л ь н и к а Т 

и Т ч е р е з в е р х н ю ю г р а н и ц у / о т н о с и т е л ь н ы х и з б ы т к о в т р е у г о л ь ­

н и к о в , о т с е к а е м ы х о т Т л е г к о д о к а з а т ь , ч т о 

Щ (A, F) > KR (A, F). 
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