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§ 1. Einleitung

1.  Die vorliegende Arbeit begriindet eine Geometrie solcher Riume, die man
wohl Réume mit einer Kriimmung nennen kann, die hochstens gleich einem
gewissen vorgegebenen K ist. Kurz gesagt, der Raum mit der Kriimmung hochstens
K ist ein metrischer Raum, in dem, jedenfalls lokal, d. h. in der Umgebung jedes
Punktes, zwei Forderungen erfillt sind:

a) Zwei beliebige Punkte sind durch eine Strecke oder, wie wir sagen werden,

durch. eine Kiirzeste verbindbar, d.h. durch eine Linie von der Lénge des
~ Abstandes zwischen ihren Endpunkten;

b) die Summe der in entsprechender Weise definierten Winkel zwischen den
Seiten jedes beliebigen Dreiecks ist hchstens gleich der Winkelsumme eines
Dreiecks mit Seiten derselben Lange auf einer Fliche konstanter Kriimmung K.
Ist speziell K = 0, so handelt es sich um Réume nichtpositiver Kriimmung.
Jeder RiEMANNsche Raum erweist sich, soweit die Kriimmung in ihm durch

eine gewisse Zahl K beschrinkt ist, als ein Raum mit der Kriimmung héchstens K.

Ein Raum von der Krimmung hochstens K braucht jedoch nicht nur kein

RiemANNscher zu sein, sondern braucht nicht einmal eine Mannigfaltigkeit zu

sein. So stellt z. B. eine Figur, die aus zwei ebenen (euklidischen), in einer gemein-

samen Spitze zusammenstoBenden Dreiecken gebildet wird, einen zweidimen-
sionalen Raum nichtpositiver Kriimmung dar (wenn die Abstinde auf dem
kiirzesten Wege in dieser Figur selbst bestimmt werden).
Nichtsdestoweniger haben alle solche Riume viele gemeinsame Eigenschaften,
und ihre Geometrie stellt ein recht umfangreiches Feld fiir die Forschung dar.

In diesem Artikel beabsichtige ich, die Elemente dieser Geometrie darzulegen;

ferner werden wir einige Resultate erhalten, die die von uns eingefithrten all-

gemeinen Begriffe illustrieren; wir werden diese Resultate mit geometrischen

Methoden erhalten, die in gewissem Sinne den Methoden der elementaren
1) Dieser Artikel enthélt den vom Verfasser im Méarz 1955 in der Humboldt-Universitat

Berlin gehaltenen Vortrag in einer ausfiihrlichen und noch erweiterten Gestalt. Ein Teil

der Ergebnisse wurde in einem Artikel des Verfassers in den ,,Arbeiten des Steklow-

Instituts® 1951, 88, S. 5—23 veroffentlicht; ein groBer Teil erscheint zum ersten Mal. Im
Forschungsinstitut fiir Mathematikin Berlin wurde der Artikel aus dem Russischen iibersetzt.
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Geometrie verwandt sind. Nebenbei bemerkt ist eine Reihe dieser Resultate, soweit
mir bekannt, auch im Rahmen der RiemaNNschen Geometrie neu. Eine aus-
fithrlichere Darstellung der Theorie wiirde tiber die Grenze des fiir einen Artikel
zulissigen Umfangs hinausfithren. Die vorliegende Theorie stellt eine Anwendung
derselben Ideen dar, die der inneren Geometrie der Fldchen zugrunde liegen, so
wie sie in meinen Arbeiten [1, 2] entwickelt ist 2). In den nachfolgenden Punkten
dieses Paragraphen werden genauere Definitionen der Ausgangsbegriffe gegeben,
die Grundresultate formuliert und wird der Zusammenhang der gegebenen Theorie
mit einigen anderen Arbeiten [2, 7] prézisiert.

2. Die Kiirzeste und das Dreieck. Alle unsere Definitionen bezichen sich
auf metrische Rdume. Gemif der iiblichen Bezeichnungsweise bedeutet o(X, ¥)
den Abstand zwischen den Punkten X, Y in einem gegebenen Raum. Der Kiirze
wegen werden wir héufig den Abstand einfach durch das Symbol XY bezeichnen.

Bekanntlich 188t sich in einem-metrischen Raum R die Lénge einer Kurve voll-
kommen analog der iiblichen Definition der Lange erklaren. Ist né#mlich die
Kurve L durch die stetige Funktion Xt (XER,t€[0,1]) vorgedeben so ist ihre

Linge -
Q(L)—supZ’ Q(Xt X )

wo O0=fH <t <+ <tp=1.

Die Kiirzeste ist eine Kurve, deren Linge gleich dem Abstand zwischen ihren
Endpunkten ist. Das ist gleichbedeutend damit, daf die Kiirzeste als stetiges
Bild der Strecke [0, 1] der Zahlenachse folgende Eigenschaft hat: Wenn X; ein
Punkt der Kiirzesten ist, so gilt fiir alle geordneten Tripel ¢, < £, <, (¢ € [0, 1])

(X, X;,) +o(Xy,, Xt ) =e(Xy, X)) .
Offensmhthch ist jeder Abschnitt einer Kurzesten ebenfalls eine Kiirzeste. Eine
Kiirzeste, die die Punkte 4 und B verbindet, d. h. eine solche, fiir die X, = 4,
X, = Bist, bezeichnen wir mit 4.B.

Ein Dreieck ABC nennt man die Gesamtheit der drei Kiirzesten 4B, BC, CA,
die die drei verschiedenen Punkte 4, B, ' paarweise verbinden. Diese Punkte
heiBen Ecken, die Kiirzesten 4 B, BC, CA Seiten des Dreiecks. Es ist nicht aus-
geschlossen, daB sich die Seiten iiberschneiden oder teilweise zusammenfallen,
speziell ist moglich, dafB sich zwei Seiten vollstindig der dritten iiberlagern:
AB -+ BC = AC, so daB das Dreieck vollsténdig ausartet.

Eine grundlegende Rolle spielt im weiteren folgende Konstruktion: Einem
gegebenen Dreieck 7' = ABC wird das Dreieck T gegeniibergestellt mit den
Seiten von derselben Linge auf einer Fliche konstanter Kriimmung K oder, wie
wir sagen wollen, auf der K-Ebene. Unter einer K-Ebene versteht man fiir K = 0
die euklidische Ebene, fiir K < 0 die LoBATscEEWSKIsche Ebene, fir KX > 0 eine
offene Halbsphire. Das Dreieck 7¥ auf der K-Ebene mit Seiten von derselben
Linge wie das gegebene Dreieck 7' in B nennen wir das Dreieck, das diesem 7'

auf der K-Ebene entsprichi.

z) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf die am SchluB des Artikels angegebene
Literatur.
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Ist K <0, so existiert das Dreieck 7% zu jedem Dreieck 7' (wobei natiirlich
die Entartung von T zu einer Strecke zugelassen ist). Ist dagegen K >0, so .
existiert das Dreieck 7% nur unter der Bedingung, daB die Summe der Seiten der
Ungleichung 2
AB+BCH-0AL VK
geniigt. Ohne es noch besonders zu erwihnen, setzen wir stets vorats, daf diese
Bedingung fiir K > 0 erfiillt ist. Fiir ein gegebenes K > 0 geniigt es hierzu, sich
auf die Untersuchung von Dreiecken zu beschrinken, die in einem seinem Durch-
messer nach hinreichend kleinen Teil des Raumes R enthalten sind. ,

- 3. Der Winkel. (Alle in diesem Punkte gegebenen Definitionen sind iv [1] ent-
halten.) Es seien L, M zwei Kurven, die von einem Punkte O ausgehen3?). X, ¥
seien zwei Punkte auf L und M, die von O verschieden sind. Wir konstruieren
auf der K-Ebene das Dreieck TX mit den Seiten, die den Abstinden OX, 0Y, XY
gleich sind (Abb. 1). Den Winkel dieses Dreiecks bei der Ecke ', der dem

Ny 4

o 21w () "
! P d _

Abb. 1

Punkte O entspricht, bezeichnen wir mit p%, (X, ¥) oder einfach y(X, ¥). Sind
speziell die Kurven L und M Kiirzeste, so wird die Lage der Punkte X, ¥ auf
ihnen durch die Absténde z = OX, y = OY bestimmt, und wir schreiben daher
auch 9%, (x, y). Im weiteren bezeichnet tiberall y%, (X, ¥) oder 9%, (z, y) oder
einfach y(#, y) den so definierten Winkel. :

Den oberen Winkel zwischen den Kurven L, M nennen wir den oberen Grenz-
wert des Winkels -y (X; Nfur X, Y—O0:

= lim y(X,Y).
X, Y 0

Fiir die gegebene Definition ist es klar, daB der obere Winkel stets existiert,
da 0 <y <m. Insofern als die Winkel bei unendlich kleinen Dreiecken auf der
K-Ebene sich unendlich wenig von den Winkeln der entsprechenden Dreiecke auf
der euklidischen Ebene unterscheiden, hingt der obere Grenzwert der Winkel y%
fir X, ¥ —0, das heiBt &y, von K gar nicht ab und bezieht sich demnach auf
die Kiirzesten L, M selbst.

Existiert jedoch der Grenzwert o = lim (X, Y ), so sagen wir, dal zwischen

X,7->0
den Kurven L, M ein Winkel existiert und daB er gleich « ist.

3) Die Kurve L geht vom Punkte O aus, wenn sie eine solche Pa,rameterdarstellung
X (¢ [0, 1]) zuldBt, daB Xy = O ist.

EAd
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Der Winkel (obere Winkel) bei der Ecke A4 des Dreiecks 4.BC wird der Winkel
(obere Winkel) zwischen seinen Seiten 4B, 4C genannt.

Ferner fithren wir den Begriff des relativen Exzesses 0x(T) eines Dreiecks T
beziiglich der Kriimmung K ein. Darunter versteht man die Differenz der Summe
der oberen Winkel des Dreiecks 7' und der Summe der Winkel des entsprechenden
Dreiecks T'%.

4. Ein Raum mit der Kriimmung < K wird dadurch charakterisiert, da
fiir jedes ,,hinreichend kleine‘‘ Dreieck 7' der Exzell §x(7') <<0ist. Genauer gesagt:
wir bezeichnen mit Ry ein Gebiet des metrischen Rawmes, das folgende Eigenschaften
besitzt: '

a) zwes beliebige Punkte aus Ry sind durch eine Kiirzeste (die nicht unbedingt in Ry
enthalien ist) verbindbar;

b) der relative Exzef3 6x(T') eines belicbigen Dreiecks mit den Ecken in Rg ist nicht-
positiv;

c¢) wenn K >0, so ist die Seitensumme eines beliebigen Dreiecks mit den Ecken

in Rx kleiner als }/2—7?— .

In Punkt 3 wurde darauf hmgevnesen daB dies fiir die Existenz des entsprechen-
den Dreiecks auf’'der K-Ebene notwendig ist. Man kann natiirlich einfach for-
dern, daBl der Durchmesser von Ry hinreichend klein ist.

Unter einem Raum von der Kriimmung << K versteht man einen metrischen
Raum, in dem jeder Punkt ein Gebiet By als Umgebung besitzt ¢). Alle unsere
SchluBifolgerungen werden sich nur auf Gebiete Ry beziehen, so daB wir die
globalen Eigenschaften der Raume von der Kriimmung << K nicht untersuchen
werden.

Es sei bemerkt, da8 der Raum sich als ein solcher von konstanter Kriimmung
erweist, wenn die relativen Exzesse aller Dreiecke nicht nur nichtpositiv, sondern
gleich Null sind. Genauer gesagt — wie das am Schlul des § 3 bewiesen werden

soll —: wenn das Gebiet By homéomorph einem .Gebiet des n-dimensionalen
euklidischen Raumes und fiir jedes Dreieck in Ejy der relative Exze3 6z (7) = 0
ist, so erweist sich Ry als isometrisch zu einem Gebiet im n-dimensionalen Raum
konstanter Kriimmung K.

Der Definition eines Raumes mit der Kriimmung << K kann man noch eine
andere Form verleihen, die in gewissem Sinne sich dem gew6hnlichen Begriff der
Krummung enger anschlieBt. Man kann nimlich einen Raum der Krummung
< K durch die Bedingungen definieren:

a) jeder Punkt hat eine Umgebung, in der zwei beliebige Punkte durch eine
Kiirzeste verbindbar sind ;

4) Es sei bemerkt, dal die angegebene Definition, wie man leicht sieht, glelchbedeutend
der folgenden ist: Ein Raum von der Kriimmung < K ist ein metrischer Raum, in dem
Jjeder Punkt eine solche Umgebung U besitzt, daB (1) zwei beliebige ihrer Punkte durch
eine Kiirzeste (nicht unbedingt in U selbst) verbindbar sind und (2) fiir jedes Dreieck T,
das in U enthalten ist, dg(7") < O gilt. (ﬁ'bngens werden wir beweisen, daf in. Rg jeder
beliebige Punkt eine konvexe ‘Umgebung hat, eine solche also, in der zwei beliebige Punkte

durch -eine“in’ dieser Umgebung liegende Kiirzeste verbunden werden kénnen. Daher
konnen sich alle SchluBfolgerungen auf solche Umgebungen bez1ehen )
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b) fiir jede Folge von Dreiecken 7', die gegen einen Punkt konvergieren, ist

lim o <K, (1)
wo 0,(T') der ,,absolute’* Exzel des Dreiecks 7' ist, d. h. sein Exzef} in bezug auf
die Krimmung Null: 6y(7) =& + f 4+ ¥ — z und S(7°) der Flicheninhalt des
entsprechenden Dreiecks auf der Ebene ist.

Die Aquivalenz dieser Definition mit der vorhergehenden soll am SchluB} des
§ 3 bewiesen werden.

Es wire zu bemerken, dafl in der Formel (1) S(7°) = 0 zugelassen wird ; dann
ist gemeint, daB fiir solche Dreiecke 7' (zumindest fiir eines mit hinreichend groBes
Nummer in der Folge) §,(7") < 05) ist. Der Fall S(7°) = 0 darf allein schon
deshalb nicht ausgenommen werden, als dann die gegebene Definition fiir einen
Raum mit der Kriimmung << K streng genommen mit der vorhergehenden nicht
aquivalent sein wiirde. Ein triviales Beispiel eines Raumes nichtpositiver Kriim-
mung stellt die Gerade dar: in ihr arten alle Dreiecke aus und haben die Exzesse
Null, so daB hier stets S(7'°) = §,(I") = 0.

‘Wenn auch formal der eindimensionale und sogar der nulldimensionale Raum ein
Raum von der Kriimmung << K sein kann, so besteht fiir solche Rdume doch kein
reales Interesse.

5. Grundlegende Eigenschaften von Rg. Der fundamentale Satz iiber
Riume mit der Kriimmung << K, den wir im § 3 beweisen werden und der ihre
Eigenschaften auBerordentlich klidrt, behauptet:

In einem Ry ist der Winkel yX,(z, y) fir zwei beliebige, von einem Punkt aus-
gehende Kiirzesten L und M eine nicht abnehmende Funktion von x und y.

Aus der Monotonie von y(z, y) folgt, daB lim y(=, y) existiert, d.h. wir haben
den Satz: : & y->0

In einem Ry existiert zwischen zwet beliebigen von einem Punkte ausgehenden
Kiirzesten ein bestimmter Winkel. :

Ferner erweist sich, daB in einem By nicht nur, wie das die Definition behauptet,
die Winkelsumme des Dreiecks 7' hochstens gleich der des entsprechenden Drei-
ecks TX auf der K-Ebene ist, sondern auch jeder kael des Dreiecks T' hich-
stens gleich dem entsprechenden Winkel des Dreiecks T is

In der Tat, da y(z, y) mit zunehmenden z und y mcht abnimmt, so haben
wir fiir beliebige zund y y(z, y) > lLm y(x y); das heifit, wenn oy der Winkel

Ty —~

zwischen den Kiirzesten L und M ist, so gllt
oz < Vi (@, 9) - (2)
T sei ein Dreieck in Ry und & sein Winkel bei der Ecke 4 und of der Winkel
im entsprechenden Dreieck 7. Offensichtlich ist a®nichts anderes als der Winkel
%) Die Gleichung S(7°) = 0 bedeutet, daB beim Dreieck 7' die Summe zweier Seiten
gleich der dritten ist, z. B. AB 4~ BC = AC. Aber in diesem Falle bilden die Seiten 4B
und BC gemeinsam eine Kiirzeste, und daher ist der Winkel zwischen ihnen gleich z, so

daB mit Bestimmtheit 6,(7) > 0 ist. Demnach l4uft die zusitzliche Bedingung zur
Formel (1) faktisch darauf hinaus, daB fiir 8(7°) = 0 §o(7) = 0 sein muB.
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yE,(@,b), wo L, M die Seiten des Dreiecks 7', die in der Ecke 4 zusammen-
laufen, und ¢ und b ihre Langen sind. Daher bedeutet die Ungleichung (2), daf3
a < o, Das heilit aber, daf in Ry jeder Winkel des Dreiecks 7" hochstens gleich
dem entsprechenden Winkel des Dreiecks 7'X ist. ' '

Die Behauptung des obigen Satzes, daB der Winkel ¢(z, y) eine nicht-
abnehmende Funktion ist, bedeutet anschaulich gesagt, daB die von einem Punkt
ausgehenden Kiirzesten im Ry jedenfalls nicht langsamer divergieren als auf der
K-Ebene. Dag kann man z. B. folgendermafen erkléren:

Seien 4, B Punkte auf den Kiirzesten L und M, die vom Punkt O ausgehen
(Abb. 2). Dem Dreieck 7' = OA B entspricht das Dreieck 7% = 0’4’ B’, und sein

Abb. 2

Winkel an der Spitze 0" ist %, (@, b), woa = 04, b = OB. Sind nun X, Y Punkte
auf 04 und OB und X', Y’ die ihnen entsprechenden Punkte auf 0’4’ und O'B’,
d. h. solche, daB

2=0X=0X, y=0Y=0Y",
so ist Xy<XxX7Vv.

In der Tat, y(z, y) ist der Winkel im Dreieck auf der K-Ebene mit den Seiten
%, ¥,z = XY und y(a, b) der Winkel im Dreieck mit den Seiten z, y, 2’ = X'Y",
und da p(z, ) < yp(a,b),soist XY < X'Y".

Nimmt man speziell die Punkte X, ¥ in der Mitte der Seiten 04, OB, so er-
halten wir das folgende Resultat:

Die Mittellinie eines Dreiecks T = OAB in einem Ry ist hichstens gleich der
Mittellinie des entsprechenden Dreiecks TE.

Daraus, daB die von einem Punkt ausgehenden Kiirzesten in einem Ry nicht
langsamer divergieren als die entsprechenden Kiirzesten auf der K-Ebene, folgt,
daB in einem Ry die Kiirzeste, die zwei gegebene Punkte verbindet, eindeutig ist.
Denn die von einem Punkt ausgehenden Kiirzesten kénnen bei ihrem Divergieren
sich schon nicht mehr begegnen, da sie nicht langsamer als auf der K-Ebene
divergieren.

Die von einem Punkt O ausgehenden Kiirzesten koénnen jedoch auf einem
gewissen Stiick 04 zusammenfallen und divergieren erst hinter dem Punkte 4.
Das liegt vor auf Polyedern in jeder Ecke A, um die der volle Winkel h6chstens
2 swist. Hinter einer solchen Ecke A setzt sich eine durch sie verlaufende Kiirzeste
nicht eindeutig fort. '
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Neben diesen grundlegenden Eigenschaften eines By werden wir in den §§ 3—6
auch eine Reihe anderer erhalten. So werden wir in § 5 den Begriff des Inhalts
einer Fliche einfithren und insbesondere den folgenden Satz beweisen:

In einem Ry lift sich mit einer beliebigen geschlossenen Kurve von der Lingel
eine Fliche aufspannen, deren Inhalt hochstens gleich dem des Kreises auf der
K-Ebene mit demselben Umfang 1 ist. (Ist dabei K >0, so wird vorausgesetzt,
daB { ]/X < 27, da der genannte Kreis andernfalls einfach nicht existiert.)

Dieser Satz verallgemeinert die bekannte Maximaleigenschaft des Kreises sowie
den Satz von KARLEMAN dariiber, daB im euklidischen Raum der Flicheninhalt
einer auf eine gegebene Kontur aufgespannten Minimalfliche héchstens gleich

"dem Flicheninhalt des Kreises von gleichem Umfang ist [6].

6. Als Grundlage fiir den Beweis des Satzes iiber die Monotonie des Winkels
y(z, y) und demnach als Grundlage fiir den Aufbau der gesamten Theorie iiber
Riume mit der Kriimmung << K dient der folgende allgemeine Satz iiber die
oberen Winkel eines Dreiecks:

ABC sei ein Dreieck in einem belicbigen metrischen Rawm mit der einzigen Be-
dingung, daf zwei beliebige Punkte auf den Seiten dieses Dretecks durch eine Kiirzeste
verbindbar sind. Es sei « der obere Winkel dieses Dreiecks bei der Hcke A und og
der thm entsprechende Winkel im entsprechenden Dreieck auf der K-Ebene.

27
Hier ist K beliebig, mit der einzigen Bedingung, dafy AB + BC + C4 < ?7% ;
wenn K >0.) Sei schiieplich v der obere Grenzwert der relativen Bazesse der Dreiecke
AXY, deren Seiten AX, AY Abschnitte der Seiten AB, AC sind.

Es wird behauptet, daf die Ungleichung gilt
o —og V.
Da nach der Definition des Gebietes Ry in ihm fiir jedes beliebige Dreieck
» < 0, so folgt aus dem genannten allgemeinen Satz, daB in Ry stets o« << ag, d. h.
jeder obere Winkel eines beliebigen Dreiecks 7' ist hochstens gleich dem ent-
sprechenden Winkel des Dreiecks TX. Das bildet gerade den Ausgangspunkt der
Untersuchung der Eigenschaften der Gebiete Ry.

7. Beispiele fiir Rdume mit der Kriimmung < K.

a) Wenn in einem Gebiet R eines RieMaNNschen Raumes die Kriimmung nach
oben durch die Zahl K beschrinkt ist, so ist R ein Raum mit der Krimmung << K.

b) Jede abgeschlossene konvexe Menge M im RiemaNNschen Raum ist ein
Gebiet By, wenn in ihm die Kriimmung nach oben beschrinkt ist und K der
obere Grenzwert der Kriimmung in M ist. (Eine konvexe Menge ist eine solche,
in der zwei beliebige Punkte durch eine Geoditische verbindbar sind.) Speziell ist
eine abgeschlossene konvexe Menge M im euklidischen Raum ein Gebiet B,. Es
kénnen jedoch nicht nur die konvexen Mengen Gebiete By sein. So ist z. B. die
abgeschlossene Menge des euklidischen Reumes, die aus zwei in einem gewissen
Grenzpunkt zusammenstoBenden konvexen Kérpern besteht, ein Gebiet B, wenn
die Absténde auf dem kiirzesten Wege in M gemessen werden. Von Interesse ist
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die Frage: welche Bedingungen sind notwendig und hinreichend dafiir, daB3 die
Menge M im Raum konstanter Kritmmung K ein Gebiet Ry ist, wenn der Ab-
stand XY als der untere Grenzwert der X und Y in M verbindenden Kurven
definiert ist.

c¢) Eine Polyederfliche, die aus Dreiecken der K-Ebene zusammengesetzt ist,
ist ein Raum mit der Krimmung < K, wenn die Summe der Winkel um jede
nicht auf dem Rande liegende Ecke > 27 ist. Analoges gilt fiir Polyeder, die
aus n-dimensionalen Simplices des n-dimensionalen Raumes konstanter Kriim-
mung K so zusammengesetzt sind, dall die Summe der Zweiflachwinkel um jede
innere (n— 2)-dimensionale Seitenfliche > 2 7 ist (unter einigen zusétzlichen
Bedingungen, die wir hier nicht prézisieren).

d) In gewissem Sinne kann man behaupten, dal der Raum, dessen Metrik die
Grenze der Metriken von Réumen mit der Kriimmung < K ist, selbst ein Raum
mit der Kritmmung << K ist, so daB speziell die Grenze der Riemannschen Metriken
mit der Kriimmung < K eine Metrik mit der Kriimmung << K ist.

Ohne uns um die Kldrung zu bemithen, unter welchen Bedingungen diese Be-
hauptung in allgemeinster Form giiltig ist, wollen wir auf den einfachsten und
gleichzeitig den wichtigsten Spezialfall binweisen. Mégen in der Kugel S im
n-dimensionalen euklidischen Raum stetige Funktionen g,(X, Y) (m =1,2,...)
eines Punktpaares X,Y vorgegeben sein, die den fiir die Metrik iiblichen Bedin-
gungen geniigen. Mdge die Kugel S in jeder der Metriken g, eine Kugel auch im
Sinne dieser Metrik p,, und dabei ein Gebief Rz mit demselben Wert K fiir alle m
sein. Mogen ferner die Funktionen p,(X,Y) gegen die Funktion o(X, Y) gleichméBig
konvergieren, die nur dann gleich Null ist, wenn X = ¥; demzufolge ist ¢ (X, Y)
ebenfalls eine Metrik. Dann ist die Kugel S eine Kugel auch im Sinne der Metrik p
und auch wieder ein Gebiet Rz mit demselben K.

Der Beweis dieser Behauptung beruht auf folgender Bemerkung: Wenn die
Kiirzesten Ly, M,,, die bzgl. der Metriken g,, vom Punkte O ausgehen, gegen die
Linien I und M konvergieren, so erweisen sich diese als Kiirzeste in der Grenz-
metrik p. Gleichzeitig konvergieren die Winkel yX(z, y), die fiir die Kiirzeste L,
und M, gemiB Punkt 3. definiert sind, gegen den Winkel y%(z, y), der fir die
Kiirzesten L und M in der Grenzmetrik definiert ist. Sind daher yX (z, y) nicht-
abnehmende Funktionen von z und y, so gilt dasselbe auch fiir y%(x, y). Diese
Eigenschaft des Winkels y%(=, y) wird eben dadurch zumindest fiir diejenigen
Kiirzesten L und M festgestellt, die sich als Grenzen der Kiirzesten bzgl. der
Metriken g, ergeben. Es 148t sich jedoch zeigen, daB hieraus nunmehr folgt, daB
das auch fiir beliebige Kiirzeste gilt, von denen nicht im voraus angenommen wird,
daB sie die Grenzen der Kiirzesten bzgl. der Metriken g,, sind. Aus den Schluf3-
folgerungen des Punktes 5. ist aber evident, dall diese Eigenschaft einen Raum
mit der Kriimmung < K bestimmt, so daB sich die Grenzmetrik g ebenfalls als
eine Metrik mit der Kritmmung < K erweist.

Demnach kann man sagen, dafl die Grenze der RieMANNschen Metriken mit
der Kriimmung < K eine Metrik mit der Kriimmung < K ist. Es entsteht die
fundamentale Frage: ist das Umgekehrte ebenfalls giiltig, d. h., wird (unter ent-
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sprechenden Bedingungen) die allgemeine Metrik mit der Krimmung < K, die
etwa in einem Gebiet des n-dimensionalen euklidischen Raumes vorgegeben ist,
die Grenze der Metriken mit der Kriimmung < K sein, die im selben Gebiet @
vorgegeben sind ? Im Fall der zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten ist die Ant-
wort positiv und liegt im wesentlichen in den in [2] ausgesprochenen Sitzen vor.

8. Die Zusammenhdnge mit einigen anderen Arbeiten. In meinen
Untersuchungen iiber die innere Geometrie der Flichen gehe ich vom Begriffeines
Raumes mit innerer Metrik, und zwar von einem solchen metrischen Raum aus,
in dem der Abstand p(z, y) jedes beliebigen Punktpaares gleich dem unteren
Grenzwert der Langen der diese Punkte verbindenden Kurven ist, wobei alle

. Lingen in derselben Metrik p gemessen werden. Unter der Bedingung, daB ein
solcher Raum in der Umgebung jedes Punktes lokal kompakt ist, sind zwei be-
liebige Punkte durch eine Kiirzeste verbindbar. Existieren andererseits Kiirzeste,
so erweist sich dadurch die Metrik als eine innere, da nach der Definition der
Kiirzesten ihre Lénge gleich dem Abstand zwischen den Endpunkten ist. Dem-
nach — jedenfalls fiir die lokal kompakten Riume und ,,im Kleinen®, d. h. in
einer gewissen Umgebung jedes beliebigen Punktes — ist die in der Definition
des Gebietes R aufgestellte Forderung nach der Existenz von Kiirzesten gleich-
bedeutend mit der Forderung, dal die Metrik eine innere sei. '

Die im Punkt 1 angegebene grundlegende Eigenschaft von Rz, dafl fir zwei
beliebige, von einem Punkt ausgehende Kiirzeste der Winkel y%, (x, y) eine nicht-
abnehmende Funktion von x und y ist, wurde von mir in [1] fiir konvexe Flichen
mit der ,,spezifischen Krimmung® << K festgestellt und dort die ,,K-Konkavitat*
genannt, — im Gegensatz zur ,,K-Konvexitdt, die die Metrik der konvexen
Fléchen im dreidimeunsionalen Raume konstanter Kritmmung K charakterisiert
und darin besteht, daf der Winkel y(z, y) im Gegenteil eine nichtzunehmende
Funktion von x und y ist.

Bereits frither habe ich die innere Metrik der konvexen Fldchen durch die
Bigenschaft charakterisiert, daf die Mittellinie eines Dreiecks auf der Fliche nicht
kiirzer als die Mittellinie des entsprechenden Dreiecks auf der K-Ebene sein
soll [3] (unter der zusétzlichen Bedingung, daf in jedem Punkte ein Berithrungs-
kegel existiert). Dem stebt natiirlicherweise die Bedingung gegeniiber, durch welche
fir Réume mit nichtpositiver Kritmmung oder mit der Krimmung < K die
Metrik so erklirt werden kann: die Mittellinie des Dreiecks ist hochstens gleich
der Mittellinie des Dreiecks auf der K-Ebene.

H. BuseMANN hat in einer umfangreichen Arbeit [7] die Réume mit nicht-
positiver Kriimmung durch die Bedingung definiert, da bei jedem kleinen Drei-
eck die Mittellinie hochstens gleich der Hilfte seiner entsprechenden Seite ist.
Auf dieser Grundlage (gemeinsam mit einigen anderen recht allgemeinen Be-
dingungen: (1) der Kompaktheit der beschrinkten Mengen, (2) der Existenz und
(3) der eindeutigen Fortsetzbarkeit der Kiirzesten) hat er die Theorie solcher
Raume entwickelt und gezeigt, daB sie in vielem analoge Eigenschaften wie die
Riemannschen Réume mit nichtpositiver Kriimmung haben.
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Die BuseMANNschen R#ume umfassen jedoch auch eine weite Klasse von
FinsLERschen Riumen. Ein Raum mit der Kriimmung Null ist nach BUSEMANN
ein Raum mit beliebiger Minkowskischer Metrik, d. h. ein affiner Raum, in dem
als Sphire jedes beliebige zentralsymmetrische beschrénkte, abgeschlossene Gebiet
angenommen wird. In einer solchen Metrik ist die Mittellinie des Dreiecks stets
gleich der Hélfte der entsprechenden Seite. Gleichzeitig ist in einer solchen Metrik
die Summe der oberen Winkel eines Dreiecks in der Regel groer als 7.

Demnach haben wir zwei Moglichkeiten fiir die Definition der Réume mit nicht-
positiver Kriimmung oder allgemein der Rdume mit der Kriimmung < K:

a) die Mittellinie jedes Dreiecks ist hochstens gleich der Mittellinie des ent-
“sprechenden Dreiecks auf der K-Ebene;
b) der ,,bzgl. K relative Exzel jedes Dreiecks ist nichtpositiv.

Wie in Punkt 5 angegeben, folgt 1. aus 2., das Umgekehrte gilt jedoch nicht,
wie schon das Beispiel der Minkowskischen Metrik zeigt.

Demnach ist es klar, daB die Resultate BusemMaNNs auf Riume mit nicht-
positiver Krimmung in unserem Sinne anwendbar sind (jedenfalls unter der
Voraussetzung (1) der Kompaktheit der beschrénkten Mengen und (2) der ein-
deutigen Fortsetzbarkeit der Kiirzesten); viele von seinen Schliissen lassen sich
mutatis mutandis auf Rdume mit der Kriimmung < K unter jener Bedmguncr
verallgemeinern, die sich auf die Mittellinie des Dreiecks bezieht.

Unsere vorliegende Arbeit iiberschneidet sich jedoch ihren Resultaten nach
wenig mit der Arbeit BUSEMANNs, da wir unser Hauptaugenmerk auf die vor
allem mit dem Begriff des Winkels zusammenh#ngenden lokalen Eigenschaften
und einige andere gerichtet haben, die gerade fiir die veraligemeinerten RIEMANN-
schen und nicht iiberhaupt fiirr FinsuErsche Réume charakteristisch sind. Bei
dieser Gelegenheit sei erwdhnt, daB fiir unsere Schliisse die Forderung der ein-
deutigen Fortsetzbarkeit der Kiirzesten nirgends gestellt wird. Die Kiirzeste
kann viele Fortsetzungen zulassen, wie auf einem Polyeder mit einer Ecke, um
die der volle Winkel > 2 7 ist.

Schlieflich sei darauf hingewiesen, dafl der im Punkt 6 formulierte allgemeine
Satz iiber die oberen Winkel des Dreiecks die Grundlage fiir die Untersuchung
der zweidimensionalen metrischen Mannigfaltigkeiten bildet, die ich Mannig-
faltigkeiten mit beschrinkter Kriimmung nenne [2]. Es erweist sich jedoch, dafl
man diesen Mannigfaltigkeiten eine allgemeinere Definition als die in [2] an-
gegebene verleihen kann. Die Mannigfaltigkeit B mit beschriankter Kriimmung
188t sich namlich durch folgende Bedingungen definieren:

a) R ist eine zweidimensionale metrische Mannigfaltigkeit mit innerer Metrik;

b) in der Umgebung jedes Punktes sind die Summen der Exzesse einer beliebigen
endlichen Gesamtheit von Dreiecken, die sich paarweise nicht tiberlagern, nach
oben beschréinkt:
‘ 2HTyH< N.




Verallgemeinerung der Riemannschen Geometrie 43

N ist lediglich vou der Umgebung abhingig. Der Exzel wird als & 48 4 y —=
definiert, wo «, f, v die oberen Winkel des Dreiecks sind. An Stelle dieser Exzesse
konnen die relativen Exzesse dx(7';) fiir jedes beliebige feste K genommen werden.

Im Vergleich zu der in [2] angegebenen Definition besteht die Verallgemeine-
rung davin, daBl dort die Beschrinktheit der Summen der Betrige der Exzesse
|6(7;)| gefordert wird. Es erweist sich jedoch, daf aus der Beschrinktheit der
Exzeflsummen nach oben bereits auch die Beschrinktheit nach unten folgt. Den
Beweis hierfir hat W. SALGALLER erbracht.

Diese Bemerkung zeigt, da8 im zweidimensionalen Fall die Theorie der Mannig-
faltigkeiten mit beschrénkter Kriimmung die Theorie der Mannigfaltigkeiten mit
der Kriimmung < K als Spezialfall umfaBt.

§ 2. Allgemeine Sitze iiber die oberen Winkel

1. Zuerst wollen wir einige allgemeine S#tze iiber den oberen Winkel (so wie
erim § 1, Punkt 3 definiert ist) in einem beliebigen metrischen Raum zusammen-

stellen.
Satz 1. Sind oy, 013, ang die oberen Winkel zwischen den Kurven Ly, Ly, L, die

von einem Punkt ausgehen, so ist
Oyp - Ogg = Oy .
Dieser allgemeine Satz wurde in [1] bewiesen.

Sind L, und L, die Aste einer Kiirzesten, so ist offenbar a,; = 7. Daher folgt
aus Satz 1 '

Satz 2. Die Summe der oberen Nebenwinkel ist mindestens .

2. Satz 3. Bei zwes beliebigen von einem Punkt 0 ausgehenden Kiirzesten L, M
gilt fiir den oberen Winkel o zwischen ihnen:

& = sup lim y7, (2, y) , (1)
z—0

wo y&, der im § 1, Punkt 3 (Abb. 1) definierte Winkel ist.

GemiB Definition ist & = sup lim y%(z, y); in der Gleichung (1) wird die
z,9y—~0

obere Grenze der Grenzwerte bereits unter der Bedingung x — 0 angenommen,

wihrend y sich in willkiirlicher Weise d@ndern kann, d.h. der Punkt X auf L

strebt gegen. 0, wogegen Y auf M sich willkiirlich éndert. Natiirlich kann man

bier z und y die Rollen vertauschen lassen.

Der Beweis dieses Satzes berubt auf dem folgenden Lemma:
Lemma. Fiir jedes K gilt

—_—
:.yx +8, (2)

cos &
wb e—0 fir 2L 50 und die x, ¥, 2, v denselben Sinn haben wie in Satz 3: 0X = z,
0Y =y, XY =2, wo X, Y auf L, M liegen. (Wegen Y€ M ist y beschrankt, und
daher folgt aus T:}-» 0, daB = — 0).
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Es sei zum Beispiel X < 0; wir setzen K = — k2. Dann gilt nach der bekannten
Formel der LoBaTscEEWsKIschen Geometrie fiir ein Dreieck 7K mit den Seiten

x’ y’ 2
ch kz = ch kx ch ky — sh kx sh ky cos %,

wo ch, sh hyperbolischer Kosinus und Sinus sind.

Hieraus erhalten wir, indem wir der Kiirze wegen kz, ky, kz mit z, y, 2
bezeichnen,

__chy—chz chy(chz—1)
GosyK_shxshy+ shezshy ° (3)

Wegen

chy—chz=2shy;z sh%_j,

chae —1 = 2sh2%, sh‘x = 2sh%ch~;i
erhalten wir an Stelle (3)

. 2sh g/;z éhy—;z chysh;
Sy = T T shy - z (4)

sh ych 5
Fir xundfz—» 0 strebt der zweite Summand auf der rechten Seite gegen Null.

sh Y2

AuBerdem ist nach der Dreiecksungleichung |y — z| < z und daher by 1

y—=z
2

fir §—> 0;2sh
aus (4)

und sh z sind dquivalent mit y — 2z und 2. Demnach folgt

Yy—=z
Z

+e,

cos pE =

wo ¢ — 0 fir xund—g——>0.

Jetzt beweisen wir Satz 3, d. h. wir beweisen, daB der obere Winkel

a = sup lim y%(z, ).
z—0

Da definitionsgemi & = sup lim »% (w, y), geniigt es zu beweisen, daBl
N 2,y—~0
a > sup lim y%(w, y), (5)

cx—>0
y=a>0

wo der Grenzwert unter der Bedingung genommen wird, dal 2 — 0, wenn y gréBer
als irgendeine positive Zahl bleibt.

Moge also der Punkt X auf der Kiirzesten L gegen O streben und der Punkt ¥
auf der Kiirzesten M in einer endlichen Entfernung von O bleiben. Auf M
nehmen wir einen gegen O strebenden variablen Punkt ¥’ an, jedoch so, daf

feo
wo y' =0Y'. Essei XY’ =2'. Dann gilt auf Grund der Dreiecksungleichung
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(Abb. 3)
YY >XY—-XY', Dh y—y >z—2",
oder

y—z2>y —72.

Daraus ergibt sich auf Grund des bewiesenen Lemma,
(Formel (2))
cos y5(x, y) + & > cos y¥(z, y') + &,

“oder ' . ]
(e, y) < vE(z y) + €75 (6)
daaber x, y’ — 0, so ist nach der Definition des oberen

Winkels

X 2 ,},K(x’ y/) . 8'”,
(wo &, &', &' — 0 fir z, y' — 0).
Daher folgt aus (6): . .
& = sup lim y%(x, 9),
z—+0
w.z.b. w.

3. Satz 4. Unfer den Bedingungen und mit der Bezeichnungsweise des Satzes 3
gilt die Ungleichung:
. —2

cos o < lim Y
z[y -0

()

Beweis. Nach Satz 3 ist « > sup lim % (2, ) und folglich
' . : zly -0 .
cos o < lim cos y% (=, y) ;
z[y =0
nun ist nach Formel (2)

y—z
z T &

cos y(x, y) =

woraus also (7) folgt. -

Folgerung. L sei eine gegebene Kiirzeste,
X ihr variabler Punkt, x die Lénge der Strecke
auf der Kirzesten vom Anfang O bis zum
Punkte X (Abb. 4). Es sei z(z) die Liinge der
Kiirzesten, die von einem festen Punkt 4 bis
zum Punkt X gezogen ist. Es sei schlieBlich &
der obere Winkel zwischen der Strecke OX
der Kiirzesten L und der Kiirzesten 4X
(einer beliebigen von diesen Kiirzesten, wenn
mehrere von ihnen vorhanden sind). Dann -
gilt fiir die untere linke Ablestung von z nach » -
die Ungleichung

() = cos . ®
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Zum Beweis geniigh es, in der Gleichung ( ) & fiir a, 2(z) und z (z + A=) fiir y
und z, und — A fiir « zu setzen. )

Bemerkung. Die Funktion z(z) geniigt der Bedingung
|2 (z + dz) —2(x)| < |4=|,
d1e sich in evidenter Weise aus der Dreiecksungleichung ergibt. Daher hat diese
Funktion auf Grund des bekannten Satzes fast iiberall eine Ableltung Im eukli-

dischen und iiberhaupt im RiemMaNNschen Raum ex1st1ert - beka.nnthch stets
und ist gleich cos &.

4. Jetzt wenden wir uns dem im § 1, Punkt 6 formulierten Satz iiber die
oberen Winkel des Dreiecks zu. :

Wir betrachten das Dreieck 4 BC in irgendeinem metrischen Raum unter der
einzigen Bedingung, daB sich zwei beliebige Punkte auf den Seiten des Dreiecks

c durch eine Kiirzeste verbinden lassen. Sei « der

: obere Winkel zwischen seinen Seiten 4B, 4AC.
Die Aufgabe besteht darin, daf der Unterschied - |
dieses Winkels vom entsprechenden Winkel oy
im Dreieck 4’B'C’ durch die Seiten gleicher
Linge auf der K-Ebene abzuschitzen ist.

Aus Existenzgriinden nehmen wir K < 0 an ©).

Auf den Seiten AB, AC des Dreiecks 4 BC
wihlen wir Punkte X, Y aus und betrachten das
Dreieck 4X7Y, dessen Seiten 4X und AY Ab-
'schnitte der Seiten 4B, AC sind (Abb. 5). Wir
setzen AX = z, AY = y, XY = z; es seien £ und # die oberen Winkel zwischen
AX, XY und AY, XY. Auf der K-Ebene konstruieren wir das entsprechende
Dreieck A’, X', ¥’ (d. h. das Dreieck mit den Seiten, deren Léingen gleich z, y, z
sind); es seien yg, £x, 775 seine Winkel, die «, &, 7 entsprechen. Der Winkel yy ist
.eine Funktion von z = AX und y = 47Y.

5. Unsere nichste Aufgabe besteht darin, folgende Abschétzung fiir die linken
unteren Ableitungen zu geben:

Lemma 1. Istim Dreieck OX Y keine Seite gleich der Summe der beiden (mderen,
so daf &x, nx weder Null noch 7zt sind, so gilt

oYy . cos & —cos &y k

Abb. 5

0 - sin &x " shkz’ ©)

wo ?a_ ebenso wie im. folgenden die linke untere Ableitung bezeichnet, und k2 =—K.
x

Eine analoge Ungleichung gilt natiirlich fur %{ Ist K =0, so erd durch

Yy
lersetzt ist dagegen K >0, durch 7 Wo k= |/K Die entsprechende

¢) Ist K >0, so ist die SchluBfolgerung dieselbe. Nur muB man fir K > 0 voraus-
setzen, daB der Umfang des Dreiecks 'ABC Kleiner als —— % 1st wenn diese Binschrankung

erfiillt ist, existieren alle im weiteren betrachteten Dreiecke auf der K-Ebene.
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SchluBfolgerung ergibt sich wortlich ebenso wie die im weiteren folgende Her-

leitung der Formel (9).
Beweis. Nach der bekannten Formel der LoBATscHEWSKIschen Geometrie ist

ch kz + ch kx ch ky — sh kx sh ky cos yx ,
oder, indem vorldufig kz, ky, kz, yx durch z, ¥, 2, y ersetzt werden,
chz=chxzchy—shashycosy. (10)
Fiir die linken unteren Ableitungen erhalten wir wie fir die gewohnlichen
‘shz%:shxohy——chxskycosy-{—shxshysinyg—z (48}
(dort wo shz und sh shy siny nichtnegative und stetige Funktionen sind).

Wir formen die beiden ersten Summanden der rechten Seite der Gleichung (11)
um, indem wir sh z cos y mit Hilfe der Formel (10) ausdriicken. Dann bekommen

wir

sha chy — cha shy cos y = c—hﬂﬂ;—;—:ﬂ?—/ (a)
Nach einer zu (10) analogen Formel ist
h xchz—ch '
(}—%%i—g/=shzcosfx. (b)

Den letzten Summanden in der Glelchung (11) transformieren wir nach dem

Sinussatz - :
shysiny = sh zsin &x. (c)

Unter Verwendung von (a), (b), (c) erhalten wir aus (3) nach Kiirzung durch shz

oz . 0
5z — €08 &x + shzsin EK%:,
oder, wenn wir von z, 2z und y wieder zu kx, kz, yg zuriickkehren,

kx e
nég-=. :
S cg — (12)

Nach der Folgerung des Satzes 4 (Formel (8)) ist

%Zcosf.

Daher folgt aus (12) (9):

oy

_If>cos-§—cos$K k
oz

sin &5 " sh kz’

w. z. b. w.

6. Jetzt beweisen wir ein Lemma, mit dessen Hilfe sich der im § 1, Punkt 6
formulierte allgemeine Satz iiber die Winkel des Dreiecks leicht beweisen lassen
wird.

Lemma 2. Istim Dreieck AXY keine Seite gleich der Summe der beiden anderen
und &g — & > & >0, so gibt es ein solches ' < x, daf

, z
(@, y) —y(' y) > alnz,
wo & > 0 nur von ¢, K und dem Durchmesser des Dreicks A BC abhéingig st.
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Zum Beweis transformieren wir zuerst die erhaltene Abschétzung (9) fir g—;’
Unter der Bedingung &z — £ > ¢ > 0 haben wir ndmlich
cos & — cos §K < cos (ér — &) — cos SK

=sin e — (1 — cos &) ctg &x .

sin & e - sin & e
Wegen &x > ¢ gilt — ctg &g > — ctg ¢, und daher
cos & — cos & 1 —cose g
@, 2 >sin ¢— (1 —cos ¢) ctg ¢ = = =tg.
Unter Verwendung dieser Ungleichung erhalten wir aus (9)
: £ k
3= 87 hEz (13)

Die Funktion =—— h k ist in dem abgeschlossenen Iutervall [0, d], wo d den Durch-

messer des Dreiecks 4 BC bezeichnet, stetig und positiv; deshalb ist sie nach
unten durch eine positive Zahl beschrankt, so dafl

k b’
shkx>b>0 shkz =z -
{Insofern. als 5 it wachsendem z abmmmt geniigtes, b = l:c Z d anzunehmen).
Somit konnen wir an Stelle (13) schrelben 7):
gy >24L_ 24 dln «
xr dx
wo
2a="btg.

Da hler d1e linke untere Ableitung ist, 148t sich offenbar ein solches z' < x
angeben, da.B

(@, y) — (2, y) <a(lnz—In 2)=ua ln%,
w.z.b.w.
7. Jetzt beweisen wir den allgemeinsten Satz iiber die oberen Winkel des
Dreiecks.

Satz 5. Ist « der obere Winkel zwischen den Seiten AB, AC des Dreiecks ABC
und ax der entsprechende Winkel in einem Dreieck mzt gleichlangen Seiten auf der
K- Ebene, so gilt :

a—ag <, (14)
wobes v eine obere Schranke der relativen Exzesse der Dreiecke AXY ist, d. h. der
Grofen

(+&+n)— @+ &x+ g,
wobei die &, 1, v, &k, nr denselben Sinn wie oben haben.
Beweis. Nach der Definition der GroBe » ist
(6 —7») + (E—ég) +(n—nr) <.
) Im Fall K > 0 haben wir: g—fcztgg .Ei—nﬁk;)tg%.l..

= z
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Das Dreieck 4 BC ist selbst das Dreieck AXY, wenn X, Y mit. B, C' zusammen-
fa.llen Dannist y =« K und daher
(6 — ax) + (f—-fzz) + (?7'—771{) <7’ ‘ (15)
AuBerdem konnen wir 4B = x,, 4C ="y, setzen.
Fir das Dreieck 4 BC gibt es zwei Moglichkeiten: die Summe von zwei be-
liebigen Seiten desselben ist stets gleich der dritten, oder sie ist es nicht.

' Wir wollen zeigen, daB im ersten Falle die Abschitzung (14) mit Bestimmfheit
zutrifft. Z. B. sei zy + y, =2, d.h. AB + AC = BC, so dal AB und AC eine
Kiirzeste bilden. Dannist & = s, und das entsprechende Dreieck auf der K-Ebene
artet in eine Strecke aus, so daB ax =7, & = ng = 0. Da a.ber &,17 >0, so gilt
nach der Ungleichung (15) '

»> (0 —og) + (E—&x) + (n—ng) >0 =0 —ar.
Eine vollkommen analoge SchluBweise gilt, wenn x, 4 z, = y,, d. h. AB 4 BC
= AC (oder y, + 2, = @,). Dannist & = {x = m, g = 0 und 5 > 0, so daB
v > (6 — o) + (§ — &x) + (n—7x) = o—ax.
8. Demnach verbleibt die Untersuchung des allgemeineren Falles, wenn im
Dreieck A BC keine der Seitenléingen gleich der Summe der beiden anderen ist. -

Wir nehmen an, da dann die behauptete Abschétzung nicht zutrifft, so daB
a — ag >» oder, was damit gleichbedeutend ist, )

_ o —oag>v+2e, ' ‘ (16)
wo & beispielsweise gleichf;—(oc — &g — ») ist. Dann erhalten wir aus der Un-
gleichung (15) - _ o
Ce—8+r—nN=©@—ax)—r=2¢,
dem.na.ch ist /,Wem'gstens eine der Differenzen &g — &, ng — n mindestens ¢. Es
sei nun '

fg—&>¢.

Dann 148t sich gemﬁ,B ‘dem bewiesenen Lemma auf der Seite AB ein solcher
Punkt X’ (AX’ =a" < z,) angeben, daf -

2%, Yo) — ¥(25 Yo) > 111_2 .
Ist dagegen 5z — 7 = ¢, so gilb

7}(‘”0: yo) - V(ZO: Yy ) > & ].Il

Durch Vereinigung beider Fille ka.nn man sagen, daB es solche ' <z, ' < ¥,
gibt, daf

#la, 2. an

- Jetzt betrachten wir das Dreieck 4X'C, oder auch 4 BY' und allgemein 4AX'Y";
fiir dieses spielt der Winkel y(a', y') die Rolle des Winkels ax = y(x,, ¥,)- Nach

4 Riemann-Tagung
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(17) ist p(2', y') < p(z,, Y,)- Daber ist wegen (16)
o —yp@,yY)>a—ag=>v+2e¢. (18)

Diese Ungleichung spielt fiir das Dreieck AX’Y’ dieselbe Rolle wie die Un-
gleichung (16) fiir das Dreieck 4 BC, und folglich wiederholt sich fiir das Drei-
eck AX'Y’ dieselbe Situation wie fiir das Dreieck ABC. In der Tat kann die
GréBe v fiir das ,,kleinere Dreieck 4AX’Y’ nur kleiner als fir das ,,gré8ere’ 4 BC
sein; und daher kann » in der Gleichung (18) auf das Dreieck AX'Y’ bezogen
werden. Dann bedeutet die Ungleichung (17), daf8 die geforderte Abschitzung
fiir den Winkel « fiir das Dreieck AX’Y" nicht gilt. Daher kann in diesem Drei-
eck die Summe zweier Seiten nicht gleich der dritten sein, da die Abschitzung
fiir diesen Fall mit Bestimmtheit nicht zutrifft. SchlieBlich sehen wir, daB die
Ungleichung (18) fiir das Dreieck AX'Y’ wortlich denselben Sinn hat wie die
Ungleichung (16) fiir das Dreieck 4 BC.

Angesichts dessen kénnen wir unsere Ableitung wiederholen und finden dann
solche 2" < &', "’ < ¢, daB
'y
Ty

y(x', y’) - ?(x”: y”) >a In

Wenn wir das mit der Ungleichung (17) in Verbindung bringen, erhalten wir

€,
(%> Yo) — (@, ¥"') >a lnxrf—?ﬁ, .

Jetzt ist offenbar, daB sich dieselbe Diskussion fiir das Dreieck AX"Y" usw.
wiederholt.
Wir betrachten alle solche z, y, fiir die

L@
#(@os Yo) — »(® y) Zaln 10 (19
Da hier erst recht ax = y (2, ¥,) > a1n m;' ?g//o , ist das Produkt von solchen z, ¥,

fiir die (19) gilt, nach unten durch eine -positive Zahl beschrinkt: zy >¢ >0,
“K -
dabei ist ¢ =z, ye @ .

Sei p die untere Grenze der Produkte derjenigen z, y, fir die (19) gilt, so daB
p>¢>0. Dann gibt es solche z,, v, (n =1, 2, ...), daB 1. fiir sie (19) gilt,
2. Ty Yo —> P, 3. Ty, Y, gegen gewisse Grenzwerte z, ¥ konvergieren. Wegen
der Stetigkeit des Logarithmus und des Winkels y als Funktionen von #, y ist
dann die Ungleichung (19) auch fiir z, ¥ giiltig. Das bedeutet, daB sich fiir das
entsprechende Dreieck AXY dasselbe wie fiir das Dreieck ABC ergibt. Daher
lassen sich solche 2’ <<%, ¥’ <y — wobei einmal das Zeichen < richtig ist —
finden, daB fiir sie ebenfalls (19) giiltig ist. Gleichzeitig hat man:.a’ y’ <z ¥ = p,
d.h. pist im Gegensatz zu seiner Definition nicht die untere Schranke der Pro-
dukte derjenigen z, y, fiir die (19) gilt.

Der sich ergebende Widerspruch zeigt, da unsere urspriingliche Annahme, die
geforderte Abschitzung fiir die Differenz o« — oy wire ungiiltig, nicht moglich ist.
Demnach wird sie erfiillt, w. z. b. w. -
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§ 3. Grundlegende Eigenschaften eines Rx

1. Wir erinnern an die im § 1, Punkt 4 stehende Definition eines Gebietes Rg:
Ry ist ein Gebiet eines metrischen Raumes und hat auBerdem folgende Eigen-
schaften:

a) Zwei beliebige Punkte aus Ry sind durch eine Kiirzeste verbindbar;
b) ein beliebiges Dreieck mit den Ecken in Rg hat einen nichtpositiven relativen

ExzeB beziiglich der Krimmung K;
¢) ist K >0, so ist der Umfang jedes beliebigen Dreiecks mit den Ecken in Eg

. 2
kleiner als abid .
K

Alle SchluBfolgerungen in diesem und den folgenden Paragraphen beziehen sich
auf Gebiete Rx.

Aus dem allgemeinen Satz iiber die oberen Winkel eines Dreiecks, der im § 2
bewiesen wurde, folgt:

Lemma 1. In einem Ry sind die oberen Winkel «, §, y eines beliebigen Dreiecks
héchstens gleich den entsprechenden Winkeln oy, Bxs vk des entsprechenden Dreiecks
auf der K-Ebene. Denn nach dem erwédhnten allgemeinen Satz ist o —ax <,
und da die relativen Exzesse nichtpositiv sind, ist » << 0 und daher & < ay.

2. Im weiteren spielt eine wichtige Rolle der folgende Satz der Elementar-
geometrie:

Lemma 2. Mége das Vieleck Q auf der K-Ebene durch drei konvexe Polygone
AB, BC, CA begrenzt sein, deren Wolbung ins Innere von Q gewandt ist (Abd. 6).

C

°oB

Abb. 6

Ses T' das Dreteck, das sich aus dem Vieleck Q durch Geradebiegen dieser Polygone
ergibt, d. h. ein Dreieck, dessen Seiten ebenso lang wie die Polygone AB, BC, CA
sind. (Hs ist nicht ausgeschlossen, daf3 sich ein oder zwet dieser Polygone auf eine
geradlinige Strecke reduzieren.)

Es wird behauptet, daf3 die Winkel des Vielecks @ bei A, B, C kleiner als die eni-
sprechenden Winkel des Dretecks T sind 8).

8) Das Dreieck T' existiert, da jedes der Polygone 4B, BC, CA kiirzer als die Summe

der beiden anderen ist; nur im Falle K > 0 ist zu fordern, dafl der Umfang von @ kleiner
27

/K

als ist.

4%
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Beweis. Wir beweisen diese Behauptung fiir den einfachsten Fall, in dem das
Vieleck @ - ein  Viereck A BCD mit dem eingeschlossenen Winkel D darstellt
(Abb. 7). D. h., wir beweisen, daB die Winkel dieses Vierecks kleiner als die ent-
sprechenden Winkel des Dreiecks 7' mit den Seiten 4B, BC, AD + DC sind. Fiir .
den Winkel bei B ist das evident. Wir wollen das etwa fiir den Winkel bei 4
beweisen.

Die Seite 4D unseres Vierecks setzen wir durch die S’orecke DE so fort, daf
DE = DC ist (Abb.7). Dann sind bei den Dreiecken DBC und DBE die die

Abb. 7.

Winkel bei D emschlleBenden Selten gleich, wihrend der Winkel bei D im ersten
Dreieck groBer als im zweiten ist. Daher ist BE < BC.

* Daraus folgt, daB im Dreieck 4 BE der Winkel bei 4 (d.h. der kael bei A
in unserem Viereck) kleiner als der Winkel bei 4 im Dreieck mit den Seiten 4B,
BO, AE = AD + DC ist. Das ist aber ger&de das Dreieck 7, so dafl unsere Be-
hatptung bewiesen ist. ‘

Jetzt wird das Lemma, fir den a.]lgememen Fall durch Induktion bzgl. der
Eckenzahl des Vielecks @ bewiesen.

Indem wir etwa die Diagonale D, B, ziehen, schneiden wir vom Vleleck @
(Abb. 6) das Viereck 4D, D, E; ab. Durch Streckung von AD, D, verwandeln
wir dieses Viereck in ein Dreieck und vermindern dadurch im Vieleck @ die Zahl
der Ecken D; um eine. Nach dem Bewiesenen vergréBern sich die Winkel bei
D, und E,, und demnach bleiben die Streckenziige 4.8 und 4C konvex. Genauso
vergrofert sich der Winkel bei 4. Durch Wiederholung dieser Konstruktion ver-
gréBern wir jedes Mal den Winkel bei 4, indem wir die Zahl der Ecken ver-
ringern. Auf diese Weise iiberzeugen wir uns durch Eliminieren aller Ecken auf
den Streckenziigen 4 B, BC, CA, daB der Winkel bei 4 im Vieleck @ kleiner als
der entsprechende im Dreieck 7' ist.

3. Nun beweisen wir den grundlegenden Satz iiber die Gebiete Rx:

v Satz 1. In einem Rg ist der Winkel y5,(x, y) fiir zwei beliebige von einem
Punkt ausgehende Kiirzeste I, M- eine nichtabnehmende Funktion von x und y.
{Der Winkel y(z, y) ist im. § 1, Punkt 3. definiert.)

Beweis. Die Kiirzesten L, M sollen vom Punkt 0 ausgehen. Wir nehmen auf
M den Punkt ¥ und auf L die Punkte X, X, so an, da OX < 0X, (Abb. 8). Wir
benutzen die Bezeichnungen 0Y = y, 0X = z, 0X, = ;.

Indem wir die Kiirzesten XY, X, Y zichen, erhalten wir die Dreiecke 7" = 0X Y,
T, = X,XY. Auf der K-Ebene konstruieren wir die entsprechenden Dreiecke
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T =0'X'Y,T¥ = X, X'Y' und legen sie mit den Seiten X’ Y’ aneinander; so
daB sie das Vlereck @ = 0'X'X]Y’ bilden.

Nach Lemma 1 sind die kael in den Dreiecken 7%, TK nicht kleiner als in 7'
und T%. Gleichzeitig ist nach Satz 2, §2, die Summe der oberen Winkel beim
Punkt X in den Dreiecken 7' und 7', mindestens 7, da diese Winkel Neben-
winkel sind. Daher ist die Summe der entsprechenden ‘Winkel der Dreiecke 7%
und 7' erst recht mindestens zz. Nun bilden diese Winkel zusammen den Winkel
bei X’ im Viereck @. Folglich besitzt dieses Viereck einen bei X’ ins Innere

I y)

47
Abb, 8.

gehenden Winkel, oder stellt im Extremfa,lle — wenn der Winkel bei X' gleich n
ist — ein Dreieck dar. : _
Wenn wir beim Geradebiegen des Winkels X’ das Viereck Qin das Dreieck T'X
verwandeln, so vergroBert sich der Winkel bei der Spitze O entsprechend Lemma, 2
(oder bleibt unveréndert, falls @ bereits ein Dreieck darstellt). -
Der entsprechende Winkel im Dreieck 7'F ist nichts anderes als y(w,, y). Der
Winkel bei der Ecke O’ im Viereck @ ist aber gleichzeitig ein Winkel im Drei-
eck 7', d. h. nichts anderes als (=, ). ~
Somit ist :
"z, y) < (2, ¥) s
womnit der Satz bewiesen ist. ‘

Der Satz 1 kann, wie bereits im § 1, Punkt 5 vermerkt, auf die folgende Form
gebracht werden:

Satz 2. Seien X, Y Punkte auf den Seiten AB, BC des Dreiecks T = ABC in
einem Rgund X', Y' die entsprechenden Punkte auf den Seiten des entsprechenden
Dretecks T* = A'B'C’ (d.h. A’X' = AX, A’Y = AY), dann ist XY < X'Y'.

4. Satz 3. In einem Ry ewistiert zwischen zwei beliebigen, von einem Punkte
ausgehenden Kiirzesten ein Winkel, und fir beliebige x und y ist dieser Wmloel

o X VE (@, ).
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Beweis. Da nach Satz 1 ;uf (%, y) eine nichtabnehmende Funktion ist, exi-

stiert lim p¥, (x, y), d. h. es existiert der Winkel a;,/, und dieser ist hochstens
z,y -0
yILIM(x,'yy) fiir beliebige z und v. )
Satz 4. Die Dreieckswinkel in einem Ry sind hochstens gleich demen des ent-
sprechenden Dreiecks auf der K-Ebene. Dieser Satz folgt unmittelbar aus Lemma, 1
und Satz 3.
Wir erwiahnen noch, daf3 das Lemma 2 lediglich ein Spezialfall von Satz 4 ist.
Dies liegt daran, daB das Vieleck @ auf der K-Ebene vom Standpunkt seiner
inneren Metrik ein Gebiet Ry darstellt. Ist zudem @ durch drei konvexe Pelygone
begrenzt, die mit der Wolbung ins Innere von @ gewandt sind, so erweisen sich
diese als Kiirzeste in . Demnach ist das Vieleck @ vom Standpunkte seiner
inneren Metrik ein Dreieck in einem Gebiet Bz = @, und daher sind seine Winkel
gemiB Satz 4 nicht grofer als die des entsprechenden Dreiecks 7'.
5. Satz 5. In einem Ry lassen sich zwet beliebige Punkte durch eine eindeutige
Kiirzeste verbinden.
Nehmen wir einmal an, daB die von O ausgehenden Kiirzesten L, M den gemein-
samen Endpunkt 4 haben. Wenn wir 04 = a setzen, haben wir offenbar.
yEy(@,a)=0.

Da, nun y eine nichtabnehmende Funktion ist, gilt fiir ein beliebiges z < a
yE (@ ) =0.

Dies bedeutet offensichtlich, daB L und M zusammenfallen.

Satz 6. In einem Ryg hingt eine Kiirzeste stetig von thren Endpunkten ab, d. h.,
wenn A, — A, B, — B, so konvergieren die Kiirzesten A, B, gegen die Kirzeste AB.

Beweis. Essei 4, — A4, B, — B. Wir nehmen auf der Kiirzesten 4B irgend
einen Punkt € und auf der Kiirzesten 4,B, den Punkt €, so an, da

AC: AB = 4,0, : AyB, -
Wir ziehen die Kiirzeste 4.5, und nehmen auf ihr den Punkt D, an, der sie im
selben Verhiltnis teilt (Abb. 9).

Indem wir auf das Dreieck 4 BB, den Satz 2
anwenden und beriicksichtigen, dall AC: 4B
= AD,: AB, =t ist, liberzeugen wir uns, daf
0Dy~ 0 gemeinsam mit BB,. Genauso D,Cp— 0
gemeinsam mit 4 4,. Da aber CC,, < CD,, + D,C,,
so ist erst recht CC, — 0 fir A4, und BB, — 0.
Da nun C ein beliebiger Punkt der Kiirzesten 4 B
ist, so bedeutet das also, daB die Kiirzesten A, B,
gegen AB konvergieren, wenn 4, und B, gegen
A und B konvergieren. Abb. 9

6. Satz 7. Wenn der Punkt O in einem Ry eine zur n-dimensionalen Kugel
‘homédomorphe Umgebung U besitzt und r die Entfernung zwischen O und dem Rande
von U ist, so ldpt sich jede von O ausgehende Kiirzeste mindestens bis zu esner Linge r
fortsetzen.
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Beweis. S(r) sei eine Sphiire vom Radius 7 um den Punkt O, d. h. die Menge
aller Punkte X, die von O den Abstand p (0, X) = r besitzen. Aus der Voraus-
setzung ergibt sich S(r) C U; bildet man nun U auf die Kugel im n-dimen-
sionalen euklidischen Raum ab, so darf man annehmen, daB S(r) im euklidischen
Raum gelegen ist und dort den Rand eines abgeschlossenen Gebietes (des Bildes
der zum Punkt, O gehdrigen r-Umgebung) darstellt.

Eine Deformation der Sphére S(r) definieren wir folgendermafen:
Nach Satz 5 miindet in jeden Punkt X €S(r) eine eindeutige Kiirzeste OX. Fir
jedes £ (0 < ¢ < 1) ordnen wir dem Punkte X einen Punkt X; zu, der so auf der
. Kiirzesten OX liegt, daf
00, Xi) =tr =100, X).

Die Stetigkeit der in dieser Weise definierten Deformation wird durch die stetige
Abhingigkeit der Kiirzesten OX vom Punkte X gewihrleistet (Satz 6). Wir
wollen annehmen, da in der r-Umgebung des Punktes O ein solcher Punkt 4
existiert, daf sich die Kiirzeste OA4 nicht bis zur Lénge r, d. h. bis zur Sphére S(r)
fortsetzen 14Bt. Ein solcher Punkt liegt auf keinem Radius der Sphire S(r).
Daher wird er bei der beschriebenen Deformation der Sphére S(r) niemals auf
das Bild der Sphére S(r) gelangen. Indessen lag der Punkt 4 vor der Deformation
innerhalb des von der Sphére S(r) begrenzten Gebietes; er ist aber fir kleine ¢ mit
Bestimmtheit auBlerhalb der Sphére S(¢7) gelegen. Das widerspricht jedoch einem
bekannten ‘Satz der Topologie (vgl. z. B. [8], Kap. VI, Satz 10); folglich ist unser

Satz bewiesen.
7. Satz 8. Die Sphdre in einem Rg ist konver (wenn ihr Radius fir K >0

héchstens ——— ist). M. a. W., wenn in einem Rx die Punkte 4, B vonirgendeinem

Punkt O hochstens um ein gewisses 7 entfernt sind, so daB etwa 04 < 0B <,
50 ist ein beliebiger Punkt X der Kiirzesten 4B ebenfalls von. O hichstens um r

entfernt. (Fiir K > 0 wird r << Eﬂﬁ vorausgesetzt.)

Beweis. Wir betrachten das Dreieck O4 B und das entsprechende Dreieck
O0'A’'B’ auf der K-Ebene. Auf 4B nehmen wir den Punkt X und auf 4'B’ den
entsprechenden Punkt X’ an, d.h. einen solchen, daBl 4'X’ = AX. Dann ist
nach Satz 2

0'X' >0X.
Gleichzeitig ist ' O'X’ hochstens gleich der grofleren der Seiten 0’4’ und O'B'.
[Fir K <0 gilt das fir ein beliebiges Dreieck auf der K-Ebene. Ist dagegen
K >0, so gilt des mit Bestimmtheit, wenn die grofSere der Seiten 0’4’ und O'B’
h6chstens E;/t? ist, d.h. hochstens gleich dem inneren Radius (der Hélfte des
Meridians) derjenigen Halbsphéire ist, die in diesem Falle die K-Ebene darstellt.]
Demnach ist
. OXISOIX,SO’B,—:OBSr,
w.Z. b. w. '
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‘8. Die Definition des Gebietes Rg fordert die Nichtpositivitdt des relativen
Exzesses jedes beliebigen Dreiecks. Es ist erwiinscht, diese Forderungabzuschwichen,
indem die Nichtpositivitit der relativen Exzesse lediglich fiir hinreichend kleine

Dreiecke vorausgesetzt wird. Natiirlich ist diese Forderung an und fiir sich unzu- |

reichend, da z. B. ein geschlossener Zylinder in diesem Sinne eine nichtpositive
Kriimmung besitzt, indessen er kein Gebiet R, ist, da es auf ihm durch zwei
Kiirzeste verbindbare Punkte gibt. Fordert man jedoch zusétzlich eine stetige
Abhingigkeit der Kiirzesten von ihren Endpunlkten, so erhalten wir Bedingungen,
die das QGebiet Rr definieren. ‘

Diese Behauptung bildet den Inhalt des nun folgenden Satzes 9.

Dazu bemerken wir, daf3 die stetige Abhéingigkeit der Kiirzesten in einem kom-
pakten Gebiet von ihren Endpunkten durch die Eindeutigkeit der Kiirzesten
zwischen zwei Punkten gewihrleistet wird ?).

Satz 9. DasGebietGdes metrischen Raumes geniige den folgenden drei Bedingungen :

(1) Zwes beliebige Punkte aus G lassen sich durch eine Kiirzeste verbinden.

(2) Die Kiirzeste ist von den Endpunkten stetig abhingig, &. h. wenn A, B,— A, B,
so A, B, — AB.

(3) Jeder Punkt hat eine Umgebung, in der der relative Exzefl eines beliebigen
Dreiecks bzgl. der Kriimmung K nichtpositiv ist.

Dann ist der relative Exzefd auch fiir ein beliebiges Dreieck in G nichtpositiv.

Beweis. Da nach den Bedingungen des Satzes in der Umgebung jedes Punktes
die Forderungen erfiillt werden, die das Gebiet Rx definieren, gelten in einer
solchen Umgebung alle fritheren SchluBfolgerungen beziiglich der Gebiete Rg.
Daher existiert zwischen zwei beliebigen Kiirzesten im Gebiet ¢ ein bestimmter
Winkel, und auBerdem sind bei jedem ,,hinreichend kleinen‘‘ Dreieck die Winkel
hochstens gleich denen des entsprechenden Dreiecks auf der K-Ebene (Sitze 3
und 4). Wir verwenden diese beiden Eigenschaften.

Jetzt sei T' = A BC ein beliebiges Dreieck im Gebiet G. Wit beweisen, daB ein
beliebiger Dreieckswinkel, z. B. der Winkel a bei der Ecke 4, hochstens gleich
dem entsprechenden Winkel des aus gleichlangen Seiten konstruierten Dreiecks 7%
ist. Dadurch wird der Satz bewiesen sein.

Auf BC nebmen wir die Punkte Dy = B, D, D,, ..., D, = C an und ziehen
die Kiirzesten AD,, 4AD,, ..., AD,. Wir erhalten die ,,schmalen‘ Dreiecke
T; = AD;_,D;. Da die Kiirzeste AD wegen der Bedingung (2) stetig vom
Punkte D abhingig ist, werden die benachbarten Kiirzesten 4D;_y, AD; hin-
reichend nahe beieinander liegen, sobald die Punkte D; auf BC hinreichend dicht
angeordnet sind. Aufden Kirzesten A.D; nehmen wir die Punkte B;y, By, . . ., Hin
an. Durch Verbinden dieser Punkte auf den Seiten jedes ,,schmalen‘ Dreiecks 77,
wie auf Abb. 10 gezeigt ist, erhalten wir die ,,kleinen‘‘ Dreiecke T7;;.

9) In einem kompakten Gebiet enthdlt jede Folge von Kurven mit Léngen, die ins-
gesam? beschrankt sind, eine konvergente Unterfolge. Ist gleichzeitig 4, — 4, By — B,
so ist die Grenze jeder konvergenten Unterfolge aus Kiirzesten 4,8, eine Kurzeste AB
‘Wenn daher diese Kiirzeste eindeutig ist, gilt 4,8, - 4 B. «
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Indem wir jedem Dreieck 7';; das entsprechende Dreieck Tg auf der K-Ebene
zuordnen, erhalten wir natiirlich in dieser eine Abwicklung @, die aus diesen Drei-
ecken TK zusammengesetzt ist. @ besteht gleichzeitig aus ,,schmalen’ Viel-
ecken Q,, von denen jedes dem ,,schmalen® Dreieck 7'; entspricht (d.h. Q; wird

Abb. 10

aus den Dreiecken 7%, T'E, . . . zusammengesetzt). Bei hinreichender Dichte der
Anordnung der Punkte D; und F;; werden die Dreiecke 7';; so klein sein, daf
bei jedem von ihnen die Winkel hochstens gleich denen des entsprechenden Drei-

ecks Tg sind.
Es gibt sozusagen drei Typen von Winkeln der Dreiecke T';; bzw. Tf.;:

a) die Winkel a; bzw. o bei der Ecke 4;
b) die Winkel bei den Ecken E;; innerhalb der Kurzesten AD;;
¢) die Winkel bei den Ecken D;.

Ist & der Winkel des Ausgangsdreiecks 7' bei der Ecke 4, so ist nach Satz 1, § 2
x =3 ;. Da aber a; < ok, so ‘
o< 3ok, _ . M

Ferner ist bei den kleinen Dreiecken T, die dem schmalen Dreieck 7; ,.ein-
beschrieben sind, die Summe der in elner Ecke auf der Kiirzesten 4D; oder
AD;_; zusammenlaufenden Winkel mindestens 7z (wie das aus den Sétzen 1 und 2,
§ 2 folgt). Um so mehr ist die Summe der in einer Ecke zusammenlaufenden
kael der Dreiecke TK mindestens zz. Das bedeutet, daB die Streckenziige 4'D;,
A'D;_, die das schmaJe Vieleck @; begrenzen, konvex und mit der Wolbung ins
Innere dieses Vielecks gewandt sind.

Daher kénnen wir das Lemma 2 benutzen. Nach diesem Lemma sind die Winkel
im Vieleck @; hochstens gleich den Winkeln im Dreieck Tf, das sich durch Gerade-
biegen der ¢; berandenden Polygone ergibt. (Jedes solche Dreieck Tf ist offen-
sichtlich nichts anderes als das Dreieck, das dem schmalen Dreieck 7'; entspricht,
hat also Seiten von derselben Liinge.) Wenn wir die Winkel der Dreiecke TE bei
den Ecken, die 4 entsprechen mit ocK bezelchnen, erhalten wir (xK <&x oc , so.daf
aus (1) . ;
| « <3 a8 @
folgt.
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Ferner ist die Summe der Winkel der kleinen Dreiecke, die in einer Ecke D;
innerhalb der Seite BC zusammenlaufen, mindestens 7z (wiederum auf Grund der
Sitze 1 und 2, § 2). Daher ist; erst recht die Summe der entsprechenden Winkel
der Dreiecke Tf mindestens sz, und schlieBlich ist um so mehr die Summe der
Winkel der Dreiecke 7% und 7'f, , bei einer Ecke D; mindestens 7.

Das bedeutet, dafl das Vieleck P, das aus sukzessiv aneinandergelegten Drei-
ecken T'X zusammengesetzt ist, durch den konvexen Streckenzug B”C"’ berandet
wird,der mit der Wolbung ins Innere von Pgewandt ist. Biegt man diesen Strecken-
zug auseinander, so erhilt man offenbar das Dreieck 7'%, das dem Ausgangs-
dreieck T entspricht (also mit Seiten von derselben Linge). Indem wir hier wieder
das Lemma 2 anwenden, iiberzeugen wir uns, dall der Winkel des Vielecks P
bei der Ecke A’ hochstens gleich dem entsprechenden Winkel des Dreiecks 7% ist,
d.h., daB}

2ay <ok
Durch Vergleichen dieser Ungleichung mit (2) sehen wir, dafl
’ < ok,
w.z. b. w. :

9. Zum SchluB dieses Paragraphen beweisen wir die Aquivalenz der beiden
Definitionen fiir einen Raum mit der Krimmung < K, die im §1, Punkt 5 aus-
gesprochen wurden.

Satz 10. Damit ein metrischer Raum auch ein Raum mit der Kriimmung < K
in dem Sinne ist, daf} jeder Punkt eine Umgebung Ry besitzt, ist es notwendig und
hinreichend, daf3 die beiden folgenden Bedingungen erfillt sind:

(1) jeder Punkt besitzt eine Umgebung, in der sich zwei beliebige Punkte durch
eine Kiirzeste verbinden lassen;

(2) fiir etne beliebige Folge von Dreiecken T', die gegen einen Punkt konvergieren,
1t s

im gy < K, 3)
wo 0y(T) = & + f + vy — 7 der Exzefy des Dreiecks T ist und S(T'°) der Flichen-
inhalt des T entsprechenden Dreiecks T° in der euklidischen Ebene ist.

(Es wird angenommen, dafl §y(7) <0, wenn S(7'°) =0, zumindest fiir Drei-
ecke der Folge mit hinreichend grofler Nummer, so daB der in (3) stehende
Bruch entweder — co oder 0/0 ist, was als < K aufgefafit wird.)

Beweis fiir die Notwendigkeit der Bedingungen. Es muBl offensichtlich
lediglich die Notwendigkeit der zweiten Bedingung bewiesen werden. Hierzu
bemerken wir: da fiir den relativen Exze8

Ox(T) = (x + B + ») — (&5 + BE + %),
gilt:
Or(T) = (& + f + v —a) — (aF + 5 + 9™ — ) = §(T) — 6y(T5),  (4)

d. h., der relative ExzeB des Dreiecks 7' ist die Differenz der ,,absoluten® Exzesse
der Dreiecke T und 7%, :
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Der ExzeB §y(7) des Dreiecks auf der K-Ebene ist bekanntlich proportional
seinem Flicheninhalt S(7%), d. h.

O(T%) = KES(T¥). 63}
Aus (4) und (5) folgt, daBl die Bedingung
ox(T) <0
gleichbedeutend mit
0(T) < KS(TF) (6)

ist.
Ist das Dreieck TX klein, so unterscheidet sich sein Flicheninhalt verhiltnis-
" mi#Big wenig von dem des Dreiecks 7'° auf der euklidischen Ebene; und speziell
ist S(T¥) = 0 dann und nur dann, wenn S(7°) = 0. Daher darf behauptet
werden, dab
S(TF) = A(T)- 8(T°),
wobei A(T)— 1, wenn die Seiten des Dreiecks 7' gegen Null streben.

Daher darf man an Stelle (6)

0(T) < KS(T°) A(T) (M)
schreiben ; daraus folgt fiir jede beliebige Folge von Dreiecken, die sich auf einen
Punkt zusammenziehen, weil hierbei 4 — 1:

' = 6o(T)
. lim (1) <K
(hierbei wird S(7'%) = 0 zugelassen, dann aber ist wegen (7) J,(7) < 0) .

Beweis dafiir, daB die Bedingungen hinreichend sind. Aus der
zweiten Bedingung des Satzes folgt, daB sich fiir jedes beliebige K’ > K zu einem
beliebigen gegebenen Punkte O eine Umgebung U finden 148%, in der fir jedes
Dreieck 7'

8(T) < K'S(T). (®)
Auf Grund der ersten Bedingung kann diese Umgebung auch so gewahlt werden,
daf in ihr zwei beliebige Punkte durch eine Kiirzeste verbunden werden konnen.

Bekanntlich ist 10) .
: S(T°% > 8(T¥) fir K' <0,

S(T°) < S(TF) fir K' >0.

Daher folgt aus'(8), dafl
8(T) < K'S(TEy .
Da aber K'S(TX) = 8(TX'), so ist
0x(T) = 0(T) — 0y(T%) < 0.
D. h., in der UmgebungU ist der relative ExzeB eines beliebigen Dreiecks bzgl. K
nicht positiv.

10) Bei dieser Gelegenheit sei bemerkt, daB dieses bekannte Ergebnis unmittelbar im
Satz 1, § 5 iiber den Fliacheninhalt eines Dreiecks in einem Rx enthalten ist.
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Da alle Schliisse mit einem beliebigen K’ > K fiir die Umgebung eines be-
liebigen Punktes giiltig sind, kann man sagen, daB3 unser Raum sich als einer mit
der Kriimmung << K’ fiir beliebiges K’ > K erweist. Daraus folgt bereits, daB
er auch ein Raum mit der Krimmung < K ist. Um uns davon zu iiberzeugen,
kehren wir zur Umgebung U des Punktes O zuriick. Wir trennen in ihr die Um-
gebung V desselben Punktes O so ab, daB sich zwei beliebige Punkte aus V durch
eine in U liegende Kiirzeste verbinden lassen. Dann ist; auf Grund des Bewiesenen
bei einem beliebigen Dreieck mit den Ecken in ¥ der Exze3 bzgl. K’ nichtpositiv.
Das bedeutet, daB ¥V ein Gebiet Rg-ist und speziell die Kiirzesten in ihm stetig
von den Endpunkten abhéingen.

Somit werden in der Umgebung V die beiden ersten Bedingungen des Satzes 9
erfiillt, ndmlich 1. die Existenz der Kiirzesten und 2. ihre stetige Abhingigkeit
von den Endpunkten. AuBlerdem hat auf Grund des eben Bewiesenen jeder Punkt
aus V fiir éin Deliebiges K' > K eine Umgebung, in der die Exzesse der Dreiecke
bzgl. K’ nichtpositiv sind. Das bedeutet, dab fir ein beliebiges K’ > K in V auch
die dritte Bedingung des Satzes 9 erfiillt ist.

Aber dann ist nach Satz9 auch fiir jedes Dreieck 7' C ¥ bei beliebigem
K' >K

0,(1T)<0.
Da dies aber fiir ein beliebiges K’ > K gilt, so ist auch offenbar

0x(T) < 0.
[In der Tat ist 65, (7) = (« + 4+ v) — (o* —{—ﬂK’ »%’) und fiir ein gegebenes
T bei K' > K konvergleren die Winkel «®, gX’, X offenba.r gegen o, BX %,
d.h. 8, (T)—> 0(T).]

Somit erweist sich die Umgebung V als ein Gebiet Rz, und da jeder Punkt O
eine Umgebung solcher Art besitzt, ist unser Raum ein Raum mit der Kriim-
mung < K.

§ 4. Die Richtung einer Kurve und der Winkel eines Richtungskegels

1. Die Richtung. Die folgende Definition der ,,Richtung‘‘ bezieht sich auf
einen beliebigen metrischen Raum.

‘Wir sagen, daf eine von einem Punkt O ausgehende Kurve dort eine bestimmte
Richtung hat, wenn der obere Winkel, den sie mit sich selbst bildet, Null ist.

Aus dem Begriff der Kiirzesten selbst schliefen wir leicht:

Satz 1. Jede Kiirzeste hat im Anfangspunkte eine bestimmte Richtung.

Es 148t sich beweisen, dafl im RiemaNNschen Raum die Existenz der Richtung
einer Kurve im Sinne der hier angegebenen Definition gleichbedeutend mit der
Existenz einer tangierenden Geoditischen ist.

Wir sagen ferner, dafl zwei von einem Punkt a.usgehende Kurven Ly, L, in
diesem Punkte ein und dieselbe Richtung haben, wenn der obere Winkel zwischen
ihnen Null ist. Dann haben beide Kurven eine bestimmte Richtung, weil nach
Satz 1, §2

pp F Ggy = 0y )
und demnach fiir «;, = xy; = 0 ebenso a;; = 0.
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Lemma 1. Wenn die von einem Punkt ausgehenden Kurven Ly, L, eine gemein-
same Richtung mit der Kurve Ly haben so haben sie auch miteinander eine gemein-
same Richtung. .

Da nimlich 4
O1p =S Gyg - Ggp,
so folgt aus a3 = a5y =0, daB &, = 0.

‘Lemma 2. Wenn die Kurven L, und L, dieselbe Richiung haben, so wird fiir jede
beliebige Kurve Ly der obere Winkel ay3 zwischen Ly und Ly gleich dem oberen Winkel agg
zwischen Ly und Ly sein.

- Nach Sa,tz 1,§2ist in der Tabt ayg + xy9 > ag5, 50 dab o;3 > oy, Wenn oc12 =0.
Aber genauso ist 0yg > ;5. Daher ist ayg = apg, W. 2. b. W

Auf Grund von Lemma 1 zerfallen alle Kurven, die von einem gegebenen
Punkt ausgehen und in ihm eine bestimmte Richtung haben, in Klassen von
Kurven mit gemeinsamer Richtung. Das gestattet, den Begriff der Richtung in
einem gegebenen Punkte einzufithren, ohne ihn mit einer bestimmten Kurve zu
verbinden, und Lemmas; 2 gestattet, vom oberen Winkel oder einfach einem Winke]
zwischen den Richtungen in einem Punkt zu sprechen.

‘Wenn oy, ttag, &5y, die Winkel zwischen den Richtungen D,, D,, D, sind, so folgt
aus Satz 1, § 2 unmittelbar:

| Og T Ggg =t
M. a. W., es gilt ) ’
Satz 2. Die Richtungen in einem gegebenen Punkt bilden einen metrischen Raum
mit der Metrik ihrer oberen Winkel.

2. Die Richtungen in einem Rg. In einem Rx hat nicht nur jede Kiirzeste
im Anfangspunkt eine Richtung,sondern der zwischien der Richtung und der Kiirze-
sten bestehende Zusammenhang ist auBerdem stetig, d. h. wenn die vom Punkt O
ausgehenden Kirzesten L, gegen L konvergieren, so konvergieren ihre Rich-
tungen gegen die Richtung von L. Hat nun der Punkt O in einem Ry eine der
Kugel homéomorphe Umgebung, so tritt in jeder Richtung in O eine Kiirzeste
aus, wobei jedoch in einer Richtung in O ein Kontinuum von Kiirzesten austreten
kann. Diese Behauptungen sind in den nachfolgenden S&tzen enthalten.

Satz 3. Wenn in einem Rg die vom Punkt O ausgehenden Kiirzesten L, , M, gegen
die Kiirzesten L, M konvergieren, so konvergieren die Winkel o(L,, M,) gegen den
Winkel o(L, M).” Wenn insbesondere L, — L, so ist a(Ly,, L)— 0. (Es genigt,
L= M; = M,=--- zu setzen.) Da der Winkel zwischen den Richtungen der
Kiirzesten definitionsgemi der Winkel zwischen den Kiirzesten selbst ist, so ist
dies hier die Behauptung iiber die Konvergenz der Richtungen von konvergieren-
den Kiirzesten.

Beweis. Wir betrachten die Kiirzesten, die von einem gegebenen Punkte O
im Ry austreten. Es sei L, — L. Auf L,, L nechmen wir die von O gleich weit
entfernten Punkte 4,, 4 an, so daB 04, =04 = a. Wenn nun y,(a,a) ein
Winkel in dem Dreieck ist, das 044, auf der K-Ebene entspricht, so gilt nach
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Satz 1, §3
7alas &) > a(L, Ly) -

Wegen L, — L haben wir aber y,(a, @) — 0 und demnach «(L, L,) — 0.

Sei jetzt L,— L, M,— M. Es gilt wegen der ,Dreiecksungleichung* fiir
Winkel

[c\(L, M) — oa(Ly, Mn)i <a(L, L,) + a(_M, M,);
nach dem Bewiesenen ist «(L, L,), «(M, M,,) — 0, so daB a(L,, M,)— «(L, M),
w. %z b. w.

Lemma 3. Hat in einem RK die vom Punkt O austretende Kurve L eine Rich-
tung in O, so strebt der obere Winkel zwischen L und threr Sehne OX, d. h. der Kiirze-
sten OX, X €L, gegen Null fir X — 0. M.a. W., die Richtung einer Kurve ist
die Grenze der Richtungen ihrer Sehnen oder Sekanten OX.

Beweis. Nach der Definition des oberen Winkels ist
a(L, 0X) = lim y(Y, Z),
Y,Z -

wo Y€ L, Z€O0X. Da nach Satz 1, §3 4 eine nichtabnehmende Funktion von
0Z ist, gilt
¢Y,Z2) < v(Y, X)
und folglich .
(L, 0X) <lim ¢(Y, X) .
' Y—0
Da aber die Kurve eine Richtung hat, ist
lim (Y,X)=0.

X, Y0
Folglich

lim &(L,0X) = 0.

7—0 )

Satz 4. Hat der Punkt O in einem Rg eine der Kugel homdomorphe Umgebung,
so tritt in jeder Richtung von O eine Kiirzeste heraus.

Beweis. Sei D eine gewisse Richtung in O und L eine Kurve, die von O in dieser
Richtung heraustritt. Auf L nehmen wir die Punkte X,, — O an und ziehen die
Sekanten 0X,, nach Satz 7, § 3 kann man sie bis zur selben Lénge » fortsetzen.
Aus den in dieser Weise erhaltenen Kiirzesten M, wihlen wir eine konvergierende
Folge aus. Die Grenzkurve M ist eine Kiirzeste, die in O die gegebene Richtung D
besitzt. Denn nach Satz 3 konvergieren die Richtungen der Kiirzesten M, gegen
die Richtung Dy, der Grenzkiirzesten M, und nach Lemma 3 konvergieren sie
wiederum gegen die Richtung D der Kurve L. Demnach féllt Dy mit D zu-
sammen.

Bemerkung 1. DaB die Bedingung des Satzes 4 wesentlich ist, zeigt das
folgende einfache Beispiel. Ein gewdhnlicher (abgeschlossener) Kreis in einer
Ebene stellt offensichtlich einen Raum mit der Kriimmung < 0 dar, aber von
einem Punkte auf der Peripherie geht tiberhaupt keine Kiirzeste in Rlchtunn‘ der
Peripherie aus.
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2. Aus dem Beweis des Satzes 4 folgt unmittelbar: wenn der Punkt O in einem
Ry eine zur Kugel homGomorphe Umgebung hat und die von O austretende Kurve
L eine Richtung besitzt, so hat L eine tangierende Kiirzeste; denn jede Folge von
Sekanten enthilt eine Unterfolge, die gegen die Kiirzeste in derselben Richtung
konvergiert. Diese Tangente braucht jedoch nicht eindeutig bestimmt zu sein,
was einfachste Beispiele zeigen. Allgemein gesagt gibt es eine Kontingenz von
tangierenden Kiirzesten in einer Richtung.

Satz 5. Wenn die von einem Punkte O austretenden Kurven L, M in einem Ry
in O Richtungen haben, so existiert ein Winkel zwischen ihnen, und dieser ist gleich
dem GQrenzwert der Winkel zwischen den Sehnen; wenn X und ¥ Punkie auf L und M
sind, so gilt

(L, M) = lim x(L, 0F) — lim &(0X, M) — lim «(0X, 0¥).
Y0 X-0 X, ¥-0

(Setzen wir speziell M = L, so erhalten wir die Behauptung von Lemma 3, daB
némlich fir X € L und X — O stets a(L, 0X)— 0.)

Beweis. Esseia(L, M) der obere Winkel zwischen L und M. Nach der Defini-
tion ist

(L, M) = ;?gx 7E ). 1)

Andererseits ist nach der ,,Dreiecksungleichung fiir die oberen Winkel
' (L, M) < a(0X,07) + &5(L,0X) + &(M, 0Y).
Da aber nach Lemma 3 '
lim z(L, 0X) = lim&(M,0Y) =0,
so gilt » '
%L, M) < lim «(0X, 0Y) . (2)
X, 70 .

SchlieBlich ist nach Satz 1, § 3 .
2(0X,0Y) <y(X, ¥). S ®

Vergleichen wir jetzt (1), (2), (3), so erhalten wir
a(L, M) =1lim (X, Y) = lim «(0X, 07),
d. h., erstens existiert lim y(X, Y), d.h., es existiert ein Winkel zwischen L und M,
und zweitens ist er gleich dem Grenzwert dér Winkel «(0OX, 0Y). Die anderen
im Satz angegebenen Gleichungen werden analog bewiesen.

3. Der Winkel des Richtungskegels. Wir betrachten den aus Richtungen
in einem gegebenen Punkt O bestehenden Raum, wobeiQeinem gewissen metrischen
Raum angehort. Der Kegel O von Richtungen D in O wird als Kurve in diesem
Raum der Richtungen definiert, d.h. er wird durch die stetige Funktion D(f),
a < t < b vorgegeben. Der Winkel eines solchen Kegels wird als Lénge dieser
Kurve in der Metrik der Winkel definiert; d.h., der Winkel § des Kegels C(D(),
a<t<b)ist

” .
B(O) = SUP.ZI’ a[D(t;1), D(&:)],
i=

wo & der Winkel zwischen den Richtungen und a =, <f; <--- <t, = b ist.
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Da jede von O ausgehende Kiirzeste in O eine Richtung hat, bestimmt der Kegel
der von O ausgehenden Kiirzesten L(t) (¢ <t <b) den Richtungskegel. Der
Winkel des Kegels von Kiirzesten in der Spitze O ist dann eben der Winkel des
Richtungskegels. (In einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit stimmt der Winkel -
dieses Kegels im wesentlichen mit dem Sektorwinkel iiberein, so wie er in [1]
definiert ist.) Aber selbst wenn vom Punkt O in jeder Richtung eine Kiirzeste
austritt, so braucht der Richtungskegel den Kegel der Kiirzesten nicht eindeutig
zu bestimmen, wenn néimlich nicht in jeder Richtung in O eine eindeutige Kiirzeste
austritt. Wenn aber in jeder Richtung in O genau eine Kiirzeste austritt und der
Zusammenhang von Richtung und Kiirzester stetig wie in einem Ry ist, so gibt
jeder Richtungskegel den Kegel der Kiirzesten vor.

Fiir zwei Richtungen D;, D, in einem Punkt irgend eines metrischen Raumes
wird — #hnlich der zwei Punkte verbindenden Kiirzesten — in natiirlicher Weise
der sie verbindende Richtungskegel mit dem kleinsten Winkel definiert. Solch
ein , kiirzester Kurs* stellt eine Analogie zum ebenen Sektor dar und ergibt
gleichsam die metrische Definition fiir das Ebenenelement. Natiirlich braucht
solch, ein Kegel im Falle eines willkiirlichen metrischen Raumes nicht zu exi-
stieren, und wenn er auch existiert, so konnte sich sein Winkel groBer als der
‘Winkel zwischen den Richtungen D, und D, erweisen.

Aber in einem Ry , jedenfalls fiir die Richtungen, in denen Kiirzeste von einem
gegebenen Punkte ausgehen, ist das ausgeschlossen, wie das der in diesem
Paragraphen bewiesene Satz 7 zeigt. Aber vorher wollen wir den Kegel unter-
suchen, bestehend aus allen Kiirzesten, die von einem gewissen Punkt 4 nach
den Punkten irgend einer Kiirzesten BC gehen.

4. Wir nehmen in einem Gebiet R, irgend ein Dreieck 4 BC an und ziehen von
A dieKiirzesten 4 X nach allen Punkten X der Seite BC. Da sich die Kiirzeste AX
nach Satz 6, § 3 mit der stetigen Bewegung ihres Endpunkts X stetig sndert,
bilden alle Kiirzesten 4X eine Art Flichel!). Diese Fliche nennen wir das aus
der Ecke A aufgespannte Flichendreieck ABC. Das ist nun der Kiirzestenkegel AX.

Ein solches Flichendreieck kann durch stetige Abbildung des ebenen Dreiecks
folgendermafen dargestellt werden. Das ebene Dreieck A’ B’C’ moge Seiter. von,
derselben Liénge wie ABC haben. Dem Punkte X’ auf B'C’ ordnen wir den
Punkt X auf BC so zu, dal B'X’ = BX; dann ist der Strecke A’X’ die Kiirzeste
AX zugeordnet; dem Punkte Y’ auf 4’X’ kann man den Punkt ¥ auf 4X nach
der Bedingung zuordnen, daBl 4'Y': A'X’' = AY: AX. Auf diese Weise wird
das Dreieck 4'B'C’ auf das Flichendreieck ABC abgebildet. Diese Abbildung
ist infolge der stetigen Abhingigkeit der Kiirzesten von ihren Endpunkten (Satz 6,
§ 3) stetig. Die so definierte Abbildung nennen wir Standardabbildung.

Da die Kiirzesten 4X eine stetige Schar bilden, bilden nach Satz 3 ihre Rich-
tungen im Punkte A4 ebenfalls eine stetige Schar.

1) Wir bemerken, daB.verschiedene Kiirzeste AX selbst in einfachen Fiallen langs
gewissen Strecken zusammenfallen konnen, wie das in Abb. 11 gezeigt ist.
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Der Winkel des von den Kiirzesten AX gebildeten Sektors ist nach der oben
gegebenen Definition die obere Grenze der Summen der Winkel zwischen den
Kiirzesten AX,, ;, AXp, die von 4 sukzessive nach den Punkten B, X, X,,---,
X,,C gehen. Diesen Winkel wird man in natiirlicher Weise den. Winkel des Flachen-
dreiecks in der Ecke 4 nennen.

Abb. 12

5. Satz6. T = ABC sei das von der Ecke A aus aufgespannie Flichendreick
und TX = A'B'C" ein Dreieck mit gleichlangen Seiten auf der K-Ebene. Wenn o
und ax die Winkel der Dreiecke T und T% in den Ecken A und A’ im Sinne der
eben gegebenen Definition des Winkels eines Fldachendreiecks bezeichnen, so ist

o < ag (4)
und o = g gilt nur, wenn das Dreieck T isometrisch zw TE ist.

(Da ‘der Winkel des Flidchendreiecks offensichtlich mindestens gleich dem
Winkel zwischen seinen Seiten ist, verschirft die Ungleichung (4) den Satz 4, § 3.
Ist der Winkel zwischen den Seiten 4B und AC gleich ay, so gilt aullerdem aus
demselben Grunde erst recht o = «,; dann aber sind nach der Behauptung des
Satzes die Dreiecke 7' und 7% isometrisch. Demnach ist hier die notwendige
Bedingung fiir die Gleichheit der Winkel zwischen den Seiten der Dreiecke 4 BC
und A’ B’C’ enthalten.)

Wir beweisen die Ungleichung (4). Wir geben ein gewisses ¢ > 0 vor. Auf der
Seite BC des Dreiecks 4 BC' nehmen wir die Punkte X, = B, X, X,, - -+, X,
0 = X, an, die sukzessiv angeordnet sind. Seien &, &, - -, &, die Winkel
zwischen 4B und AX,, AX, und AX, usw. (Abb. 12). Die Punkte X; kénnen so

5 Riemann-Tagung
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dicht angenommen werden, daB
| a—e <3 (5)

wird.

Auf der K-Ebene konstruieren wir die Dreiecke 7'F = A'X; X;,; mit den-
selben Seiten wie die Dreiecke T'; = 4X; X;, 4. Sind SK die Wlnkel der Drei-
ecke T'¥ bei der Ecke 4, so ist nach Satz 4, § 3

>4 (6)

Durch Anlegen der Dreiecke Tf aneinander in der Weise, wie die Dreiecke T';
aneinander lagern, erhalten wir das Vieleck P = A'B'X]- .. X, C,. Sein
Winkel bei der Ecke A’ ist gleich > Ef, und infolge (5) und (6) gilt

SEE>a—e. (7

Gleichzeitig sind die Winkel des Vielecks P in den Ecken X mindestens .
In der Tat setzt sich jeder dieser Winkel aus den Winkeln %, ¢E | der beiden
benachbarten Dreiecke 7% und 7%, ; zusammen. Nach Satz 4, §3 sind diese
Winkel mindestens gleich den entsprechenden Winkeln ;, ;. ; der Dreiecke
T (7] TH— 1

771;2 L/ CiK+1 = Ci+1 .

Nun sind die Winkel #;, {; , ; Nebenwinkel und daher ist 9; + ;1 > . Folglich
ist um so mehr n¥ + ¢% > x.

- Somit 148t sich auf das Vieleck P das Lemma 1 anwenden: indem wir es zu
einem Dreieck geradebiegen, vergrofflern wir seinen ‘Winkel bei der Spitze 4.
Das ergibt nichts anderes als das Dreieck 7% = A’ B'C’, und dabei handelt es sich
um seinen Winkel « . Nun ist der Winkel des Vielecks P bei der Spitze 4’ gleich
2 £F,s0 daB

S <ay
Gemeinsam mit (7) ergibt das
' ag >a—¢,
und da ¢ willkiirlich ist, gilt
B0,
6. Nun beweisen wir, da8 die Dreiecke 7 und 7' isometrisch sind, wenn
& K= &.

Wir nehmen auf BC irgendeinen Punkt D an (Abb. 13) und betrachten die
Flachendreiecke 7'y = ABD, T2 AC’D und die ihnen entsprechenden Drei-

ecke T, und T,%. Sind o/, a”, & x a die Winkel dieser Dreiecke, so ist
o o' =a, (8)
ap >, oc;; >a". 9)

AuBerdem ist nach Lemma 2, § 3 in dem Viereck, das aus den Dreiecken 7%
und T,¥ zusammengesetzt ist, der Winkel bei der Ecke D’

5K_>_.’F5.
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Demnach ist nach Lemma 1, § 3
oy g o
und zwar ist o, + o = a, nur dann, wenn §, = z. Aber aus (8), (9), (10) folgt,
daB3
Op = o:;{ -+ 04;; >o.
Fir o = a, folgt dann aber oy + a7 = a,, so daB 6, = s, d.h. das Viereck
TE 4 TE stimmt mit dem Dreieck T iiberein.

Das bedeutet: es ist erstens AD = A’D’ mit einem solchen Punkt D’ auf B'C’,
fiir den B'D’ = BD ist, und es ist zweitens der Winkel des Sektors zwischen 4B
und 4D gleich dem Winkel zwischen A’ B’ und 4'D’. Da der Punkt D willkiirlich
ist, bedeutet dies, daB bei der Standardabbildung des Dreiecks 7% auf T

 AX =4'X'
und der Winkel (4B, AX) gleich dem Winkel (4'B’, A'X’) ist.

Es seien jetzt P, @ zwei beliebige Punkte des Dreiecks 7', die auf gewissen
Kiirzesten AX, AY(X, YEBC) liegen. P, Q', X', Y’ seien die entsprechenden
Punkte im 7%, Nach dem Bewiesenen haben die Dreiecke AXY und A’X'Y’
gleiche Seiten und Winkel in den Ecken 4, 4’. Daher folgt aus Satz 2, § 3, daB
PQ = P'Q’. Folglich ist das Dreieck 7' isometrisch zum Dreieck 7% (im Sinne
der Metrik im Gebiet B, und daher natiirlich auch im Sinne der gesamten inneren
Metrik).

7. Satz7. O sei ein Punkt in einem B, und L, M seien zwei von diesem Punkt
ausgehende Kiirzeste. Ist der Winkel zwischen thnen a(LM) < 7, so existieren solche
sie verbindende Kegel von Kiirzesten, deren Winkel beliebig nahe an o(L, M) heran-
kommen. Besitzt auferdem der PunkiO eine der Kugel homéomorphe Umgebunyg,
so existiert zwischen den Kiirzesten L, M ein Kegel der von O austretenden Kiirzesten,
dessen Winkel gleich o(L, M) ist.

Beweis. Es seien X und Y Punkte auf L und M. Wenn «(L, M) < 7, so geht
die Kiirzeste XY — sobald X, Y hinreichend nahe bei O liegen — nicht durch O
und liegt demnach nicht génzlich auf L 4+ M. Daher bilden die Kiirzesten OZ,
die von O zu den Punkten ZEXY gehen, einen Kegel Cxy zwischen L und M;
diese sind es auch, die das auf OX Y von der Spitze O aus aufgespannte Flichen-
dreieck erzeugen.

5%
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Nach Satz 6 geniigt der Winkel 3(Cxy) des Kegels Cxy (des Flichendreiecks)
der Ungleichung
B0xy) <¥(X, Y).
Gleichzeitig ist offenbar
ﬁ(OXY) 2 ZX(L, M) s
und nach Definition

(L, M) = lim (X, 7).
X, Y->0

Daraus folgt
' a(L, M) = lim B(Cyxy),
X, 70
wodurch nun die erste Behauptung des Satzes bewiesen ist.

Hat O eine kugelhomGomorphe Umgebung, so 148t sich erstens jede von O aus-
gehende Kiirzeste mindestens bis zur Liénge eines gewissen r > 0 fortsetzen, so
daB die Auffassung richtig ist, die Kegel Oy y seien bis zu einer solchen Lénge fort-
gesetzt, und zweitens kann man dann aus diesen Kegeln eine konvergierende
Folge auswihlen. Der Grenzkegel hat nun einen Winkel, der gleich a(L, M) ist.

8. Der Satz 6 gesta.tﬁet auch den Beweis der folgenden Behauptung :

Satz 8. Hat der PunktO in einem B eine der n-dimensionalen Kugel homdo-
morphe Umgebung, die so beschaffen ist, dap der Exzef jedes in ihr enthaltenen
Dreiecks (beziiglich K) Null ist, so st die Umgebung des PunktesQ isometrisch zu
einem Gebiet eines n-dimensionalen Raumes konstanter Kritmmung.

Beweis. Der Punkt O moge eine Umgebung U haben, die den Bedingungen
des Satzes geniigt. Es darf natiirlich » > 2 vorausgesetzt werden. Nach Satz 6
ist jedes beliebige Flachendreieck in U isometrisch zu einem ebenen Dreieck, d. h.
zu einem Dreieck in der K-Ebene. Diese Bemerkung bildet nun die Grundlage
des Beweises. ,

Ferner 1iBt sich nach Satz 7, § 3 jede von O ausgehende Kiirzeste iiber den
Punkt O hinaus fortsetzen. Diese Fortsetzung ist eindeutig, da man andernfalls
ein Dreieck mit zwei teilweise nicht aufeinander liegenden Seiten erhalten kénnte;
ein solches Dreieck wire aber mit dem ebenen Dreieck bestimmt nicht iso-
metrisch. :

L,, L, seien zwei von O ausgehende, einander nicht fortsetzende Kiirzeste und
L}, L ihre Fortsetzungen iiber O hinaus. Dann ist jeder der vier Winkel zwischen
L, und L,, L; und L, usw. kleiner als z. Wire namlich z. B. der Winkel zwischen
L, und L, gleich 7, so wére L;, wie leicht ersichtlich, die Fortsetzung von L,, so
daB die Fortsetzung von L, nicht eindeutig wire. Indem wir auf den Kiirzesten
Ly, L, L}, L, die Punkte 4,, 4,, 43, 4, annehmen, konstruieren wir die vier
Flichendreiecke 04,4,, O4,4; usw. (Abb. 14). Nach dem Bewiesenen sind ihre
‘Winkel im Punkte 0 kleiner als 7, so daf keiner von ihnen ausartet, und auf
Grund des Satzes 6 ist jeder von ihnen isometrisch zum ebenen Dreieck. Ferner
ersieht man leicht aus der oben erwihnten eindeutigen Fortsetzbarkeit der Kiirze-
sten, daB die Summe eines beliebigen Paares von Nebenwinkeln dieser Dreiecke
beim Punkt O gleich s ist.




Verallgemeinerung der Riemannschen Geometrie 69

Aus all dem folgt, daB die konstruierten Dreiecke eine Fliche Q2 bilden, die
zum. Viereck auf der K-Ebene isometrisch ist.

Hat die Umgebung U des Punktes O die Dimensionszahl » = 2, so bildet eben
die Fliiche @2 die Umgebung U des Punktes O (da die Umgebung von O gemiB
Voraussetzung homdomorph zur Kugel, d. h. fiir n = 2 zum Kreise ist). Ist da-
gegen 7 > 2, so dafl @*nicht die Umgebung U des Punktes O bildet, so 18t sich
aus O eine Kiirzeste Lg ziehen, die auBerhalb der Fliche Q2 verlduft. Sei L; die
Fortsetzung dieser Kiirzesten iiber den Punkt O hinaus. Wir nehmen auf L,
und L die Punkte 43, 45 an. Die Kiirzesten L,, L,, L, bilden gemeinsam mit

\47’ 4;/12

Abb. 15

ihren Fortsetzungen eine Art Koordinatendreibein mit dem Ursprung O (Abb. 15).
Auf ihnen haben wir die Punkte 4,, 4,, 4; usw. Wir konstruieren jetzt die
Tetraeder mit der gemeinsamen Ecke O und mit den Ecken in diesen Punkten 4,
usw.

Betrachten wir etwa die Punkte 4;, 4,, 4;. Wir konstruieren das Flichen-
dreieck 4,4,4,; es ist zum Dreieck auf der K-Ebene isometrisch und ergibt sich,
unabhingig, von welcher Ecke es aufgespannt wird, als ein und dasselbe. Wenn
wir vom Punkte O aus die Kiirzesten nach allen Punkten dieses Dreiecks 4,4,4,
ziehen, bekommen wir das Tetraeder 7' = 04,4,4,, das isometrisch zum Tetra-
eder im Raum konstanter Kriimmung K ist.

Um dies zu zeigen, kounstruieren wir im Raum konstanter Kriimmung das
Tetraeder T% = 0”74 4} A’ mit gleichlangen Kanten. Dann sind seine Seiten-
flichen isometrisch zu denen des Tetraeders 7. Die Isometrie der Basen 4,4,4;
und A4y Ay Ay stellt die Zuordnung zwischen den Kiirzesten OX und O”X" her,
die aus den Ecken O und 0" in die entsprechenden Punkte dieser Basen
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verlaufen. Wir wollen zeigen, daB diese Kiirzesten ebenfalls gleich sind, d.h.,
daf OX = 0""X" (Abb. 15).

Hierzu legen wir durch O”"X" und 0" 4] eine Ebene; sie schneidet das Tetra- .
eder 7% in einem gewissen Dreieck 0’4y B". Infolge der Isometrie der Seiten-
flichen der Tetraeder 7' und 7% entspricht diesem Dreieck das Dreieck 04, B mit
gleichlangen Seiten. Folglich ist das Flédchendreieck 04, Bisometrisch zu 0" 4;' B”,
woraus man bereits ersieht, daB OX = 0" X"

Demnach werden die Tetraeder 7' und 7 aus gleichlangen Strecken 0X und
0" X" gebildet, die zu den entsprechenden Punkten der isometrischen Dreiecke
A A, A5 und A7 A A7 weiterfithren. Daraus ersieht man, dafl diese Tetraeder
isometrisch sind. >

Unsere Diskussion hinsichtlich des Tetraeders 7' = 04,4,4; 188t sich auf alle
acht Tetraeder 04,4,4,, 0A4;4,4; usw. anwenden. Daher stellt sich heraus,
daf der Punkt O von acht Tetraedern umgeben ist, die zu den Tetraedern im Raum
von konstanter Kriimmung K isometrisch sind. Ferner kann man sich unschwer
davon iberzeugen, daB diese Tetraeder gemeinsam die Figur @ bilden, die zum
Oktaeder im Raum von konstanter Krimmung K isometrisch ist.

Ist die Dimensionszahl der Umgebung U des Punktes O n = 3, so bildet gerade
das Oktaeder @* die Umgebung U dieses Punktes. Ist dagegen n >3, so ziehen
wir aus dem Punkt O die Kiirzeste L,, die auBerhalb @3 verlduft; wir nehmen ihre
Fortsetzung L;; auf L, und L; nehmen wir die Punkte 4, und 4; und erhalten

‘wiederum eine Art Koordinatenvierbein, gebildet aus den Kirzesten L;; - - -, L,
und ihren Fortsetzungen. Nun betrachten wir die Simplices 04,4,4,4, usw. —
es gibt deren insgesamt 16 — und beweisen #hnlich dem Vorhergehenden, daB sie
isometrisch zu den Simplices im Raum konstanter Kriimmung K sind (dabei wird
natiirlich zuerst festgestellt, daB dies fiir die Basen 4,4,4,4, usw. giiltig ist).

Indem wir diese Kcnstruktion bis zur Ausschopfung der Umgebung U des
Punktes O fortfithren, {iberzeugen wir uns davon, dafl U isometrisch zu einem
Gebiet des n-dimensionalen Raumes von konstanter Kriimmung K ist.

§ 5. Flicheninhalt und isoperimetrische Ungleichung in einem Rx

1. Definition des Flicheninhalts. Wir betrachten in einem metrischen
Raum die Fliche F, die durch die stetige Abbildung f eines gewissenebenen JORDAN-
schen Gebietes D gegeben ist. M sei ein trianguliertes Vieleck oder, wenn man
will, ein Komplex von Dreiecken, die in D enthalten sind. Wir nehmen irgend-
ein Dreieck 7'; des Komplexes M an. Seinen Ecken A4, B, C entsprechen die
Punkte f(4), {(B), f(C) auf der Fliche F. Wir konstruieren das ebene Dreieck 7%
mit Seiten, die den Abstinden zwischen den Punkten f(A4), f(B), f(C) gleich sind.
S(T7) sei der Flacheninhalt dieses ebenen Dreiecks.

Wir bilden die Summe der Flicheninhalte S(77) aller Dreiecke 777, die den
Dreiecken T'; entsprechen;

S(M) = 3 (T
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Den Inhalt der Fliche, die durch die Abbildung f des Gebietes D gegeben ist,
definieren wir als den unteren Grenzwert der GroBen Sy(M) unter der Bedingung,
daB sich die Ecken der Komplexe M unbegrenzt in D verdichten und die Viel-
ecke M allm#hlich das gesamte Innere des Gebietes D ausschopfen

S(F, D, f) = lim Sy(M) .

Ein und dieselbe Fliche F' kann man durch verschiedene Abblldungen f ver-
schiedener Gebiete .D vorgeben; um aber die Frage der Abhéngigkeit des Fléchen-
inhalts von der Wahl der Flichendarstellung auszuschalten, geniigt es, den Inhalt
der Fliche F durch die Formel zu definieren:

‘ S(F) =inf 8(F, D, f),
d.h. als die untere Grenze der GroBen S(F, D, f) fur alle Abbildungen f von
Gebieten D, die ein und dieselbe Fliche bestimmen.

Die angegebene Definition ist vollkommen analog der Definition fiir den
Fldcheninhalt; als unterer Grenzwert von Flécheninhalten einbeschriebener Poly-
eder.

In der vorliegenden Definition gingen wir von ebenen Dreiecken 7'} aus; man
kann auch von Dreiecken 7'¥ in einer beliebigen gegebenen K- Ebene ausgehen.
Streben nimlich die Seiten der Dreiecke T gegen Null, so streben die Verhalt-
nisse der Flicheninhalte der Dreiecke 7 und 7 mit gleichen Seiten gegen Eins, -

und daher ist
lim 3 S(T%) = lim 3 (7).

Diese Bemerkung ist sehr niitzlich bei der Untersuchung des Inhalts einer Fliche
in einem R, ; sie gestattet es, auch in diesem Fall Dreiecke auf der K-Ebene zu

benutzen.
Mit dem Komplex M der in der Definition fiir den Inhalt einer Fliche F' auf-

tritt, wird man zweckmaBig die folgende Konstruktion verbinden:

Jedem Dreieck T; = ABC des Komplexes M entspricht das Dreieck 7'} mit
Seiten, die gleich g(f(A), f(B)) usw. sind. Diese Dreiecke Tf bilden natiirlich
einen Komplex, der dem Komplex M isomorph ist. Dieser Komplex P¥, auch
Abwicklung genannt, ist das Analogon zu dem der Fliche F einbeschriebenen
Polyeder, jedoch nur vom Standpunkt seiner inneren Geometrie aufgefat. Man
kann sagen, daB der Komplex M die Abwicklung PX oder das (abstrakte) Poly-
eder PX bestimmt, das der Fliche F einbeschrieben ist.

Die GréBe Sx(M) > S(Tf) ist nichts anderes als der Flicheninhalt der Ab-
wicklung P%, so da der Inhalt der Fliche bei uns gerade mit Hilfe der abstrakten
einbeschriebenen Polyeder PX definiert wird.

2. Batz 1. Der Inhalt des Flichendreiecks T in einem R, ist stets hochstens gleich
dem des entsprechenden Dreiecks T auf der K-Ebene wnd ist thm nur dann gleich,
wenn das Dreieck T zu TE isometrisch ist.

Zum Beweis dieses Satzes werden wir das folgende Lemma bendtigen (das
nichts anderes darstellt als den einfachsten Spezialfall des Satzes 1).
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Lemma. Dags Vieleck P sei auf der K-Ebene durch drei konvexe Polygone

4@, :4—5’,53—5 berandet, die mit der Wolbung ins Innere des Vielecks gewandt sind;
es wird nicht ausgeschlossen, daf einer oder zwei von ihnen zu einer Strecke werden
(4bb. 16). Dann hat das Dreieck T, das sich aus P durch Gemdebiegen dieser

Polygone ergibt, dessen Seiten also die gleiche Linge wie die Polygone AB AO BO'

haben, einen gréferen Flicheninhalt als P. Da jedes der Polygone AB AC’ BC
konvex ist und seine Wélbung den beiden anderen zuwendet, ist jedes kiirzer
als die Summe der beiden anderen. D. h., die Léngen der Polygone geniigen der
Dreiecksungleichung, so da8 das Dreieck 7’ existiert.

Abb. 17 Abb. 18

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, fiir den das Vieleck P nur noch eine
Ecke D neben 4, B, C besitzt, so daBl man zu einem Viereck A BDC gelangt. Wir
zerschneiden dieses in die Dreiecke ABD, ACD. Bei der Verwandlung des Vier-
ecks ABDC in das Dreieck T' durch Geradebiegen des Polygons BDC vergréBern
sich die Winkel bei B, C, A nach Lemma 2, § 3. Legt man daher das Dreieck 4 BD
so auf 7', daB die Seite A B auf die entsprechende Seite des Dreiecks 7 fillt, und
analog das Dreieck ACD, so werden sich beide Dreiecke im Inneren von 7'befinden
und sich nicht iiberdecken (Abb. 17). Daher ist der Flicheninhalt des Vierecks P
Kkleiner als der des Dreiecks 7'.

Jetzt wird fir den allgemeinen Fall mehrerer Ecken D; das Lemma durch
Induktion beziiglich der Zahl dieser Ecken bewiesen. Und zwar schneiden wir,
wenn das Vieleck P mehr als vier Spitzen hat, von ihm ein Viereck, etwa. ADEPF,
ab (Abb. 18), indem wir eine geeignete Diagonale ziehen. Durch Geradebiegen
des Polygons ADE vermindern wir die Anzahl der Ecken um eine, ndmlich D,
und vergréfern den Flicheninhalt des Vielecks P, da das Viereck ADEF durch
ein gréBeres Dreieck ersetzt wird. Da dabei der Winkel bei B nur grofer wird

nach Lemma 2, §3), so wird das Polygon AB wieder konvex in Richtung der
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Ecke C sein. Folglich erhalten wir ein Vieleck mit denselben Eigenschaften, aber
mit einer geringeren Eckenzahl; das Lemma, ist also bewiesen.

3. Beweis des Satzes 1. T seiein Flichendreieck in einem R, das auf ABC
aus der Ecke 4 aufgespannt wird. 7% sei das ihm entsprechende Dreieck in der
K-Ebene. Auf BC nehmen wir sukzessiv die Punkte B=D,, D, .-, D,,
Dy, 1=C an und zerschneiden das Dreieck T’ in die ,,schmalen® Dreiecke
Ti = AD;D; , 4,indem wir die Kiirzesten AD; ziehen. Jedem schmalen Dreieck
T; ordnen wir das entsprechende Dreieck 7% auf der K-Ebene zu. Aus diesen
Dreiecken wird das Vieleck @ gebildet das durch die Strecken A’B’, A’'C’ und
das Polygon B'D; - - - D;, €’ berandet ist.

Das Polygon B'D; - - - D;, C" ist konvex und mit seiner Wélbung ins Innere
des Vielecks @ gerichtet. Denn nach dem Satz iiber die Nebenwinkel ist die
Winkelsumme der schmalen Dreiecke 7;__;, T'; in der gemeinsamen Ecke min-
destens 7, und beim Ubergang zu denDreiecken 7' ;, T kénnen sich die Winkel
nur vergroBern. Daher sind die Winkel des Vielecks @ in den Ecken D] min-

destens 7, d. h. das Polygon B'(" ist mit seiner ‘Wolbung ins Innere von @ gewandt.

Djs1

Dy

Err Eim
Abb. 19

Folglich 148t sich auf das Vieleck @ das oben bewiesene Lemma anwenden;

aus ihm folgt die Beziehung fiir die Flicheninhalte

Inh. @ = Inh. 3 TF < Inh. T (1)
Dabei steht hier das Gleichheitszeichen nur dann, wenn das Vieleck @ mit dem
Dreieck 7% zusammenfillt.

Jetzt nehmen wir auf den Kirzesten AD; die Punkte B;; an (j=1,..., m;
dasselbe m fiir alle 7). Diese Punkte auf den Seiten jedes ,,schmalen‘ Dreiecks 7';
lassen sich durch Kiirzeste verbinden (Abb. 19). Als Ergebnis erhalten wir die
,,kleinen® Dreiecke 7', ., beginnend mit dem bei der Ecke 4 anliegenden und
endend mit an der Seite BC anliegenden Dreiecken.

Indem wir jedem kleinen Dreieck 7', , das entsprechende Dreieck auf der
K-Ebene zuordnen, konstruieren wir das der Fliche 7' einbeschriebene abstrakte
Polyeder P, wie im Punkt 1. beschrieben wurde.

Das Polyeder P setzt sich aus den ,,schmalen Vielecken® P; zusammen, die
den schmalen Dreiecken entsprechen. Den Kiirzesten AD; 4, AD; entsprechen

dabei die Polygone E\Di_l, [D\i, die gemeinsam mit der Strecke D;_;.D; das
Vieleck P; beranden. Das ,,schmale Vieleck® P; setzt sich aus den Dreiecken zu-
sammen, die den kleinen Dreiecken 7', entsprechen. Nach dem Satz tiber die
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Nebenwinkel (Satz 2, §2) ist die Winkelsumme dieser in einer SpltzeE
sammentreffenden Dreiecke 7',, mindestens z. Beim Ubergang zu den. ent-
sprechenden Dreiecken in der K Ebene nehmen die Winkel nicht ab, und folghch _

ist ihre Summe bei jeder Ecke > x. Das bedeutet, daB die Polygone AD, 15 AD
mit der Wolbung ins Innere des Vielecks P; weisen. Daher ist nach dem be-
wiesenen Lemma der Flicheninhalt des schmalen Vielecks P; hochstens gleich
dem des entsprechenden Dreiecks.

Dieses Dreieck ist gleichzeitig nichts anderes als das Dreieck Tf, das dem
,,schmalen‘‘ Dreieck 7'; entspricht. Demnach ist

Inh. P; < Inh. T, . , (2)

und das Gleichheitszeichen steht hier nur, wenn das Vieleck P; zu einem Drei-
eck Tf wird.

Durch Summation der Ungleichungen (2) erhalten wir fir den Flicheninhalt
des gesamten abstrakten einbeschriebenen Polyeders P die Unglelchung

Inh. P <Inh. Y TE,
und auf Grund von (1)
Inh. P < Inh. 7%, , E)
Nun ist der Flicheninhalt des Dreiecks 7' gemidf Definition die untere Grenze
der Flicheninhalte der einbeschriebenen Polyeder, und daher folgt aus (3), daB
Inh. 7' < Inh. TX. (4)
Damit ist die erste Behauptung des Satzes bewiesen.

4. Es verbleibt zu zeigen, daB in (4) die Gleichheit nur bei der Isometrie der
Dreiecke 7' und 7% stattfindet. Hierzu zeigen wir, daB das Gleichheitszeichen in
(4) nur dann gelten kann, wenn es in (1) und (2) steht.

Zum Beweis wihlen wir etwa auf der Seite 4D des schmalen Dreiecks 7'; noch
einen Punkt F' zwischen den Punkten E;;, E;;j, ;. Beim Aufbau des schmalen
Vielecks P; erscheint dann an Stelle des Dreiecks, das dem kleinen Dreieck mit
der Seite Z;; E;;, ; entspricht, ein Viereck mit, den Seiten, die gleich Z;; F und
FE;; 4 sind, und mit dem Winkel > 7 bei der Ecke F. Beim Biegen des Vier-
ecks zu einem Dreieck vergroBert sich der Fléicheninhalt.

Aus dieser Bemerkung folgt, dall die Einfithrung neuer Ecken auf den Kiirzesten
AD; und — aus ganz demselben Grunde — die Einfithrung neuer Ecken D auf
der Seite BD den Flicheninhalt des entsprechenden einbeschriebenen Poly-
eders P nur verkleinern kann. Daraus folgt, dafl der untere Grenzwert der
Flacheninhalte der Polyeder P hichstens gleich dem Fla,chemnha.lt dieser Poly-
eder selbst ist, d. h.

Inh. 7' < Inh. P.

Verbinden wir das mit der Ungleichung (3), so erhalten wir
Inh. 7 < Inh. P < Inh. 7%,

und folglich ist, wenn Inh. 7' = Inh, 7'%,
Inh. P = Inh. 7%,
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D. h., fiir Inh. 7' = Inh. 7%gilt in der Formel (3) ebenfalls das Gleichheitszeichen;
dann gilt dies aber auch in den Formeln (2) und(1);in diesen letzten gilt aber das
Gleichheitszeichen, wie bereits erwahnt wurde, nur dann, wenn jedes schmale
Vieleck @; zum Dreieck Tf, das Vieleck @ = Z,’ Tf zum Dreieck 7% wird.

Wie sich aus den vorstehenden Uberlegunzgen ergibt, mull dies fiir beliebig
gewiihlte Punkte D, auf der Seite BC und fiir beliebig gewiihlte Punkte £,; auf
den Kiirzesten 4.D; stattfinden.

Jetzt nehmen wir zwei beliebige Punkte X, X, im Dreieck 7', die auf den
Kiirzesten AD;, AD,(D,, D, € BO) liegen mégen. Diese Kiirzesten teilen das Drei-
eck T in zwei ,,schmale Dreiecke, die ihrerseits in kleine Dreiecke mit den
Ecken X, X, zerlegt werden (Abb. 20).

Abb. 20

Es mogen die entsprechenden schmalen Vielecke @; zu den Dreiecken Tf und
das aus ihnen zusammengesetzte Vieleck @ zum Dreieck 7% werden.

Das bedeutet folgendes: Erstens — wenn die Punkte D}, D, auf der Seite B'C"
des Dreiecks 7 den Punkten Dy, D, (d.h. B'D; = BD;) entsprechen, so ist

A'D; = AD,, A'D, = AD,.
Zweitens — wenn die Punkte X, X, auf den Strecken 4’'D; den Punkten X;, X,
(d.h. 4’X] = AX;) entsprechen, so ist
XX, = X, X,.
Aber diese letzte Gleichung bedeutet gerade wegen der willkiirlichen Lage der
Punkte X, X,, daB die Zuordnung zwischen den Dreiecken 7' und 7%isometrisch
ist, w. z. b. w. '

b. Aus dem Satz 1 kann man leicht folgende Verallgemeinerung desselben
ableiten: ‘

Satz 2. L sei ein geschlossenes Polygon in einem Rg und P ein ,,von thm auf-
gespanntes Vieleck', d. h. eine Fldche, die von Kiirzesten gebildet wird, indem diese
von irgendeiner Hcke A auf L mach allen Punkten des Polygons gezogen werden.
Der Flicheninhalt des Vielecks P ist hochstens gleich dem eines Vielecks PE mit gleich
langen Seiten in einer K-Ebene; dabei ist PX einer Kurve konstanter Kriimmung ein-
beschrieben; P hat denselben Flicheninhalt wie dieses Vieleck PX nur dann, wenn
beide Vielecke isometrisch sind. (Man kann auch das Vieleck P betrachten, das
durch Kiirzeste gebildet wird, die nicht von einer Ecke des Polygons L, sondern
von verschiedenen Ecken ausgehen. Hat z.B. das Polygon die sukzessiven
Ecken 4, B, 0, D, so kann man aus 4 die Kiirzesten nach allen Punkten der
Strecke BC ziehen und aus C nach allen Punkten der Strecke 4D.)
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Beweis. Wir zerschneiden das Vieleck P in Dreiecke durch Diagonalen, d.h. |
durch Kiirzeste die von 4 nach den anderen Ecken gehen. Ersetzt man jedes
solche Dreieck 7'; durch das entsprechende Dreieck T'X auf der K-Ebene und legt -
sie aneinander, wie das die 7'; tun, so ergibt sich das Vieleck Q@ = > Tf{ .

Da nach Satz 1: Inh. 7; < Inh. T'F, so ist Inh. P < Inh. Q. Das Gleichheits-
zeichen steht hier nur dann, wenn alle Dreiecke T'; isometrisch zu den entsprechen-
den Dreiecken Tf sind, d. h. wenn das Vieleck P isometrisch zu @ ist.

Da in der K-Ebene unter den Vielecken mit gegebenen Seiten das Vieleck PX,
das einer Kurve konstanter Krimmung einbeschrieben ist, den grifiten Flichen-
inhalt hat, ibertrifft der Flicheninhalt von P den von PX nicht; die beiden In-
halte sind nur bei der Isometrie von P und P% gleich. N

Einen Spezialfall des Satzes 2 ergeben die Vielecke auf Flichen mit der Kriim-
mung < K und speziell die Vielecke auf Polyedern (Abwicklungen), die aus
Stiicken der K-Ebene gebildet sind und in allen Ecken eine negative Kriimmung
haben; das sind (innere) Ecken mit einem vollen Winkel @ > 2 7.

6. Satz 3. In einem Ryx kann man mit einer rekiifizierbaren Kurve eine Fliche
aufspannen, deren Flicheninhalt hochstens gleich dem eines Kreises C in der K-Ebene
mit demselben Umfang wie die Liinge der Kurve tst. Nimmt man ndmlich auf einer
gegebenen Kurve L einen beliebigen Punkt O an und verbindet ihn durch Kiirzeste
mit allen ibrigen Punkten der Kurve, so ergibt sich eine Fléche F, deren Inhalt |
kleiner ist als der des Kreises C mit Ausnahme des Falles, fiir den F zu diesem
Kreis isometrisch ist. (Ist K > 0, so darf die Linge ! der Kurve hdochstens
27/yK sein, da andernfalls der Kreis C nicht existiert.)

Wir beweisen hier nur den ersten Teil des Satzes, d.h.,daB der Inhalt der
Fliche F hochstens gleich dem des Kreises C ist. Kine Diskussion, die nicht so
elementar ist, wird nétig, wenn die Flicheninhalte gleich sind ; wir werden diesen
Fall hier nicht betrachten.

Beweis (A). Zuerst bemerken wir, daB man aus der stetigen Abhingigkeit
einer Kiirzesten OX von der Lage ihres Endpunktes X auf der Kurve L leicht
schliefen kann, daB F sich durch stetige Abbildung des Kreises darstellen 148t,
so daf F in diesem Sinne tatséchlich eine Flidche ist. Nun konstruieren. wir ein
abstraktes Polyeder P, das der Fliche F' einbeschrieben ist, (Die Konstruktion
dieses Polyeders beschreiben wir der Einfachheit halber ohne Zuhilfenahme einer
Triangulation des ebenen Kreises, durch dessen Abbildung ¥ dargestellt ist, viel-
mehr dadurch, daB wir unmittelbar die Fliche F selbst betrachten.) Wir wihlen
auf der Kurve L neben dem Punkt 4 noch einige Punkte 4,, 4,, . . ., 4, und
auf jeder der Kiirzesten 44; noch einige Punkte B;;, Big, . . ., Bim,;. Danach be-
trachten wir Dreiecke mit ihren Ecken auf benachbarten Kiirzesten 4A4;, 44; .
Diesen Dreiecken werden Dreiecke mit gleich langen Seiten auf der K-Ebene zu-
geordnet, aus denen man nun die Abwicklung oder das abstrakte, einbeschriebene -
Polyeder P bildet.

Das Polyeder P ist durch ein geschlossenes Polygon berandet, das hochstens
so lang wie die Kurve L ist; die Linge des Polygons nihert sich jedoch beliebig
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nahe der Liange von L, sofern die Punkte 4; auf L hinreichend dicht gew#hlt

werden.

(B). Wir zeigen, daB die Kriimmung in allen inneren Ecken der Abwicklung PX
nichtpositiv ist, d. h., dal der volle Winkel mindestens 2 7z betréigt.

Jede innere Ecke D entspricht irgend einem Punkt B;; auf einer gewissen
Kiirzesten 44;. Die in dieser Ecke D konvergierenden Dreiecke 7% ..., Tf
entsprechen den Dreiecken 77, ..., T, die im Punkte B;; konvergieren. Nach
Satz 4, § 3 sind die Winkel der Dreiecke Tf mindestens gleich denen der Drei-

ecke T7: X
‘ D‘Z 2 Or

und folglich erhalten wir fiir den vollen Winkel @ um den Punkt B
O(B) =S o= X (5)

Da der Punkt B;; innerhalb der Kiirzesten A4; liegt, zerfallen die Dreiecke
Ty, -+, T,in zwei Teile: die Ecken der einen Teildreiecke liegen auf der einen
Kiirzesten 4A4; 4, die zu A4; benachbart ist, die Ecken der anderen Dreiecke
liegen auf der anderen Kiirzesten 44; ;. Die Winkel der Dreiecke der einen
Gruppe, die im Punkte B;; zusammentreffen, sind nach Satz1, §2 mindestens
gleich dem Winkel zwischen den von B;; ausgehenden Asten der Kiirzesten 44;,

d. h. mindestens 7.

"Daher ist ihre Gesamtsumme nﬁndestens 27, d. h.
2 294 Z 2m.
1
Nach (5) folgt aber hieraus, daB
OB)>2mx.

(C). Da die Kriimmung in jeder Ecke der Abwicklung P nichtpositiv ist, 148t
sich auf P der Satz 2, genauer gesagt, seine am Schlufl des Punktes 5. erwéhnten
Folgerungen, anwenden. Daher ist; der Flacheninhalt von P hochstens gleich dem
eines gewissen Vielecks PX auf der K-Ebene mit Seiten von derselben Lénge:

Inh. P < Inh. P%.

Bestimmt aber ist der Flicheninhalt von PX kleiner als der des Kreises 0" vom
selben Umfang und damit auch kleiner als der Inhalt des Kreises C mit einem
Umfang, der gleich der Linge der Ausgangskurve L ist (da die Lénge von L
mindestens gleich dem Umfang des Vielecks P ist). Demnach gilt

Inh. P < Inh. ¢

Da aber nach der Definition des Inhalts einer Fliche
Inh. F <lim Inh. P

ist, so folgt daraus
Inh. F < Inh.C

w.z. b. w.
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§ 6. Erginzungen zu den vorhergehenden Ergebnissen

1. Der Winkel im starken Sinne. In diesem Paragraphen legen wir,
meistenteils ohne Beweise, einige Resultate iiber die Gebiete Ex dar, diein vielem |
die Ergebnisse der §§ 3—5 ergéinzen. Eine wichtige Rolle spielt bei einer Reihe |
dieser SchluBifolgerungen der folgende Satz, der den Satz 3, § 3 iiber die Existenz
des Winkels zwischen Kiirzesten verschérft.

Satz 1. In einem Ry existiert zwischen zwei beliebigen, von einem Punkte aus-
gehenden Kiirzesten ein ,,Winkel in starkem Sinne‘, d. h. es existiert nicht nur

o= lim y(z, y), sondern auch
z,y—>0
& =lim y(, y) = lim (z, y) . 1)
z—0 y—-0

D. h., es existiert der Grenzwert des Winkels y(=, y), unter der einzigen Bedingung,
daB 2 (oder y) gegen Null strebt, wihrend sich y (oder z) vollkommen willkiirlich
dndert 12),
- Beweis. Wir wollen z. B. beweisen, daf lim y(z, y) existiert und gleich « ist.
R z—0
Wir verwenden Satz 3, § 2. Nach diesem Satz gilt fiir den oberen Winkel o die
Gleichung
&« = sup lim y(z, y) . (2)
-0
Im vorliegenden Fall existiert, wie bewiesen (Satz 3, § 3), sogar ein Winkel, und,
daher bezeichnet « diesen Winkel o = lim y(z, y).

z,y—-0
Andererseits ist nach Satz 4, § 3 fiir beliebige z und y
a < y(x, y),
so daB -
a <inflim p(z, y) . (3)
z—+0

Aus (2) und (3) folgt, daB lim y(z, y) existiert und gleich « ist.
z->0

Satz 2. In einem Rz sei der Punkt A und die Kiirzeste OB gegeben. X sei ein
Punkt auf OB und x = 0X, z(x) = AX; & sei der Winkel zwischen OX und AX. |
Dann existiert die linke Ableitung von z nach x, und sie lautet

(d%)z =cos &.

Dieser Satz wird aus Satz 1 ganz analog abgeleitet wie im §2 die schwichere
Behauptung <%) > cos &
Zfu.1
Satz 1 148t sich auf den Fall eines Winkels zwischen einer Kiirzesten und einer
Kurve verallgemeinern. Dementsprechend kann Satz 2 auf den Fall ausgedehnt
werden, dal an Stelle der Kiirzesten OB eine Kurve tritt, die entsprechenden

12) Der Begriff des Winkels in starkem Sinne ist frither in [1] erklirt worden und spielt
dort eine wichtige Rolle; der dort erwéhnte Begriff stimmt fiir ein Gebiet Bx mit dem
der Definition (1) in [1] iiberein.

~ |
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Bedingungen unterliegt. Diese Sitze gestatten verschiedenartige Anwendungen,
die vor allem den Abstand eines Punktes von einer Kiirzesten oder von einer
Kurve betreffen.

2. Réume mit der Kriimmung > K’'. Satz 1 ist im weiteren insofern
wichtig, als fir den Fall, daBl die Winkel in starkem Sinne existieren, eine
Abschétzung fiir die Dreieckswinkel moglich wird; diese steht gleichsam in
Dualitét zu jener, die in dem in § 3 bewiesenen Satz angegeben ist. Es gilt
nédmlich

Satz 3. ABC sei ein Dreieck in einem gewissen metrischen Raum; zwei beliebige
Punkte auf den Seiten von 4 BC sollen sich durch eine etndeutige Kiirzeste verbinden

.lassen, wobei zwischen dieser Kiirzesten und den entsprechenden Seitenabschnitten
ein Winkel in starkem Sinne ewistiert. Ferner sei K' eine beliebige Zahl und pg: die
uniere Qrenze der relativen Exzesse (bzgl. K'), welche die Dreiecke AXY mit thren
Ecken X, Y auf den Seiten AB, AC des Dreiecks ABC besiizen.

Unter diesen Bedingungen gilt fiir den Winkel o in der Hcke A des Dreiecks ABC
und fiir den entsprechenden Winkel «x eines Dreiecks mit gleichen Seitenlingen auf
der K'-Ebene die Ungleichung

&—dy, >l X
Der Beweis dieses Satzes dhnelt dem des entsprechenden Satzes in § 2. Eristin
" [1], Kap. VII, fiir den Fall g = O und K’ = 0 im zweidimensionalen Raum durch-
gefithrt. Dieselben Schliisse lassen sich aber in allgemeiner Form im Beweis des
Satzes 3 verwenden. '

Dieser Satz kann als Ausgangspunkt fiir die Untersuchung der Riume mit der
Kriimmung > K’ dienen.

Da in einem Ry die Forderungen des Satzes 3 erfiillt sind, 148t sich dieser auf
Gebiete Ry anwenden. Speziell kann man die Eigenschaften solcher Gebiete By
untersuchen, in denen die Kritmmung mindestens gleich irgendeinem K’ << K ist.
Das sind solche Gebiete Rg, wo der ExzeB eines beliebigen Dreiecks bzgl. K’ nicht-
negativ ist. Dann ist ugz- > 0 und aus Satz 3 folgt

Satz 4. Ist in einem Ry die Kriimmung mindestens K' << K, so geniigen die
Winkel « eines beliebigen Dreiecks der Ungleichung

O oo,
wo o, ax die Winkel der entsprechenden Dreiecke auf der K'- und der K-Ebene sind.

Ferner gilt )

Satz 5. Ist in einem Rg die Kriimmung mindestens K' < K, so ist der Winkel
y%(x,y) fiir zwes beliebigevon einem Punkt ausgehende Kiirzeste eine nichtzunehmende
Funktion von z und y.

Der Beweis dieses Satzes dhnelt dem des Satzes 1, § 3 und ist in [1], Kap. XI
erbracht. Daselbst kann man andere Sitze finden, deren Sinn darauf hinaus-
lduft, daB die Eigenschaften der Réume mit der Kriimmung << K und > K’
sozusagen etwas Intermedidres zwischen den Eigenschaften der Réume konstanter
Kriimmung K und K’ darstellen. In [1] werden diese Sitze fiir konvexe Flichen
bewiesen, sie lassen sich jedoch in entsprechender Weise verallgemeinern.



80 A. D. ALEXANDROW

3. Regelflichenin einem Ry. Unter einer Regelfliiche verstehen wir eine
Fliche, die von Kiirzesten gebildet wird ; dabei setzen wir voraus, daf jeder Punkt
der Fliche eine Umgebung besitzt, in der sich zwei beliebige Punkte durch eine
kiirzeste Linie auf der Fliche selbst verbinden lassen. Man kann beweisen, daf8
in einem Ry eine Fliche, die von Kiirzesten gebildet wird, deren Endpunkte
stetig zwei rektifizierbare Kurven bestreichen, die angegebene Eigenschaft be-
sitzt. Falls sich eine der Kurven auf einen Punkt reduziert, ist die Fliche ein
Kegel.

Das wichtigste Resultat iiber Regelflédchen lautet:

Satz 6. Eine Regelfliche in einem Ry erweist sich vom Standpunkte threr inneren
Metrik selbst als ein zweidimensionaler Raum mit der Kriimmung < K.

Das ist eine direkte Verallgemeinerung der bekannten Tatsache, daB die Regel-*
flichen im euklidischen Raum eine nichtpositive Kriimmung besitzen. |

Der Beweis des Satzes 6 beruht auf der Untersuchung endlicher Folgen von
Kiirzesten und auf der Anwendung des Satzes 2.

Wir erwdhnen, dafl das im § 4, Punkt 4 definierte Flachendreieck eine Regel-
flache ist und natiirlich selbst ein Dreieck auf dieser darstellt. Daher ist wegen
Satz 6 der Satz 5, § 4 iiber die Winkel des Flichendreiecks eine einfache Wieder-
holung des Satzes 3, § 3, der die Dreiecke in einem beliebigen Ry betrifft.

Genauso ist wegen Satz 6 der Satz 2, § 5 iiber den Inhalt einer Fliche, die von
einer gegebenen Kontur aufgespannt wird, eine Folgerung des folgenden Satzes:

Satz 7. In jeder zweidimensionalen Mannigfaltigheit mit der Kriimmung < K

~ besitzt das einfach zusammenhingende Gebiet @, das durch eine geschlossene Kurve
von der Lingel berandet wird, einen Flicheninhalt, der hiéchstens gleich dem des
Kreises C vom Umfangl auf der K-Ebene ist; und zwar ist der Flacheninhalt des
Gebietes Q gleich dem Inhalt des Kreises C nur dann, wenn G isometrisch zu C ist.
(Wenn K > 0, so wird vorausgesetzt, daf I < 2 n/ ]/f , da andernfalls der Kreis ¢
nicht existiert.) :

Der Beweis des ersten Teiles dieses Satzes ist vollkommen analog dem von
Satz 2, § 5. Unter etwas engeren Voraussetzungen ist dieser Satz von mir in [3]
bewiesen worden.

Wegen Satz 6 ergibt sich aus Satz 7 unmittelbar nicht nur Satz 2, § 5, sondern
auch seine Verallgemeinerung:

Eine beliebige Regelfliche F in einem Ry, die von einer rektifizierbaren Konbur mit
der Linge l aufgespannt wird, besitzt einen Flicheninhalt, der hichstens gleich dem |
des entsprechenden Kreises C auf der K-Ebene ist; und zwar ist der Flacheninhalt
von F gleich dem von C nur dann, wenn F isometrisch zu C ist.

4. Kegel in einem Rx. In einem Ry sei der Punkt O und die rektifizierbare
Kurve L gegeben; X sei ein Punkt von L. Die Kiirzesten OX bilden einen Kegel C |
mit der Spitze O und der Grundlinie L.

Wir sagen, daBB der Kegel C' abgewickelt wird auf einen Kegel (oder, genauer
gesagt, auf einen Sektor) OX in der K-Ebene, wenn die folgende Abbildung von O
auf C¥ vorliegt : ,



Verallgemeinerung der Riemannschen Geometrie 81

(1) Der Spitze O des Kegels C entspricht die Spitze O’ des Kegels CE.

(2) Jeder Erzeugenden OX des Kegels C entspricht die Erzeugende O'X’ des
Kegels C%, wobei O'X’ = 0X; die Abbildung der Erzeugenden OX und O'X’ auf-
einander erfolgt unter Beibehaltung der Léngen ihrer entsprechenden Teilstiicke.

(8) Die Grundlinie des Kegels C' wird auf die Grundlinie des Kegels C¥ unter
Beibehaltung der Léngen abgebildet.

(4) Bei der Bewegung von X lings L wird die Kiirzeste O'X’ monoton um O’
gedreht.

Eine solche Abbildung ist selbstversténdlich stets méglich und bis auf eine
Drehung des Kegels CX um die Spitze O eindeutig bestimmt.

Ist die Grundlinie L eine Kiirzeste, so stellt der Kegel C' ein Flichendreieck
dar, das vom Punkte Oaus aufgespannt wird. Die Figur, die man durch Abwicklung
des Fliachendreiecks erhélt, besitzt folgende Eigenschaften:

Satz 8. T = OAB set tn etnem Ry etn Flichendreteck, das durch die von O nach
b allen Punkten der Seite AB ausgehenden Kiirzesten erzeugt wird. Bei seiner Ab-
L wicklung in die K-Ebene entsteht eine Figur T" = O'A’'B’, die von den Strecken
0’4’ = 04,0'B' = OB und von einem mit seiner Wolbung ins Innere von 7T

weisenden konvexen Bogen A'B' berandet wird. Dabei wird der Bogen AB

einer Strecke und entsprechend T zu einem Dreieck TE nur dann, wenn das Flichen-

dreieck T isometrisch zu TE ist. Findet das nicht statt, so ist

(1) der Winkel &' zwischen den Strecken O' A’ wnd O’ B’ kleiner als der entsprechende
Winkel 0.5 des Dreiecks T* und

(2) der Flicheninhalt 8’ der Figur T' kleiner als der des Dreiecks TX.

In den §§4, 5 wurden Sitze bewiesen iiber die Winkel und den Inhalt von
Flachendreiecken, ferner Satz 2, § 5 iiber den Flicheninhalt eines Kegels, der von
einer geschlossenen Kurve so aufgespannt wird, dafl diese Kurve als Grundlinie
des Kegels dient und seine Spitze ebenfalls auf dieser Kurve liegt.

Diese Sitze erweisen sich als Folgerungen des folgenden allgemeinen. Satzes,
der sich auf die Abwicklung O eines beliebigen Kegels (' in einem Ry bezieht.

Satz 9. Zwischen dem Kegel C in einem Ry und dem Kegel CX, der durch Ab-
wicklung des Kegels C in die K-Ebene entsteht, gelten folgende Beziehungen:

(1) Sind o und oy die Winkel in den Spitzen der Kegel C und OF, so ist
und o = ox nur danaz, wenn der Kegel C isometrisch zu OF ist.

(2) Ist M eine Kurve auf C und M~ die entsprechende Kurve auf CX, so gilt fiir
deren Lingen o die Beziehung:
o(M) < o(MF).
Ist dabet M eine rektifizierbare Kurve, die alle Erzeugenden des Kegels C durch-

schneidet (d. h. die mit jeder Erzeugenden einen von den Endpunkien verschiedenen
- gemeinsamen Punkt hat), so ist

o(M) = o(M¥)
nur bes Isometrie der Kegel C und C* méglich.

6 Riemann-Tagung
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(3) Sind S und SX die Flicheninhalte der Kegel C und C%, so ist
8 < 8%
und S = 8% nur dann, wenn der Kegel C isometrisch zu O ist.

ie Behauptung (1) entspricht gleichsam dem Satz 4, § 3 iiber die Dreiecks-
winkel. In Verbindung mit Satz 8 ergibt er speziell den Satz 6, § 4 iiber den
Winkel des Flichendreiecks. Die Behauptung (2) entspricht Satz 2, § 3.

Die Behauptung (3) hat offenbar Satz 2, §5 iiber den Inhalt der von einer
geschlossenen Kontur aufgespannten Flache zur Folge. In Verbindung mit Satz 8
ergibt diese Behauptung auBerdem Satz 1, § 5 tiber den Inhalt des Flichen-
dreiecks.

5. Die Abweichung einer Kurve von einer Kiirzesten. Die Resultate
von § 3 iber Kiirzeste in einem Ry, ndmlich die Sétze 5 und 6, § 3 iiber die Ein-
deutigkeit der Kiirzesten im Rz und ihre stetige Abhéngigkeit von den End-
punkten, werden von dem folgenden Satz wesentlich ergédnzt und verscharft:

Satz 10. Unterscheidet sich die Linge einer Kurve in einem Ry, die die gegebenen
Punkte A und B verbindet, wenig vom Abstand zwischen diesen Punkten, so weicht
die Kurve von der Kiirzesten AB wenig ab.

Diese Behauptung hat offenbar die Eindeutigkeit der Kiirzesten 4 B sowie die
nahe Lage von Kiirzesten mit nahe gelegenen Endpunkten zur Folge. Sind
nimlich die Punkte 4, und B, nahe 4 und B, so unterscheidet sich das Polygon
A4, + A, B, + B,B seiner Linge nach wenig von 4B, und es weicht demnach
wenig von 4B ab. '

Exakt kann Satz 10 so formuliert werden:

In einem Ry seien die Punkie A, B, deren Abstand r ist, durch eine Kurve L mit
der Linge l verbunden. Dann ist die Abweichung der Kurve L von der Kiirzesten AB
(d. k. das Mazimum des Abstands der Punkte der Kurve L von A B) hichstens gleich
der Hihe des gleichschenkligen Dreiecks, das in der K-Ebene eine Basis von der
Linge r und zwei Schenkel mit der Gesamtlinge ! hat. Speziell fir K <0, d.h.
im Raum nichtpositiver Krimmung, geniigt die Abweichung 4 der Kurve L von
der Kiirzesten 4B der Ungleichung

\ B< g (—r).
Im Fall K > 0 wird natiirlich vorausgesetzt, daB das erwiihnte Dreieck existiert,
sodaBl 7 <V1;—. (In der K-Ebene stellen die beiden Schenkel des gleich-
schenkligen Dreiecks eine Kurve dar, die bei gegebener Linge von der gegebenen, |
ihre Endpunkte verbindenden Strecke am meisten abweicht.)

Beweis: Die Kurve L verbinde die Punkte 4 und B. Wenn wir vom Punkt 4
nach allen Punkten der Kurve L die Kiirzesten ziehen, erhalten wir einen Kegel,
den wir in die K-Ebene abwickeln. Dann geht die Kurve L in die Kurve L*
auf der K-Ebene unter Erhaltung der Lénge und des Abstands zwischen ihren
Endpunkten 4’, B’ iiber.
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Gleichzeitig ergibt sich aus der Behauptung (2) des Satzes 9, daB die Ab-
weichung der Kurve LX von der Strecke A’ B’ mindestens gleich der Abweichung
der Kurve L von der Kiirzesten 4B ist. Die Ellipse, von gleicher Linge wie L%,
mit den Brennpunkten A’, B’, deren groBe Achse gleich der Summe der Brenn-
radien ist, zeigt unmittelbar, daB sich das Maximum der Abweichung dann er-
gibt, wenn L aus zwei gleichlangen Strecken besteht. Damit ist Satz 10 bewiesen.

Dieser Beweis stiitzt sich auf Satz 9, dessen Beweis wir nicht angegeben haben;
er ist, nebenbei bemerkt, ziemlich kompliziert. Indessen 148t sich Satz 10 be-
deutend einfacher fiir den Fall K < 0 beweisen oder zumindest unter der Voraus-
setzung, dal fir X >0 der Abstand zwischen den Punkten 4 und B der Un-

[7]? geniigt. Unter dieser Voraussetzung 148t sich der Beweis

gleichung r < p

folgendermafen durchfithren:

Wir wihlen auf der Kurve L, die die Punkte 4 und B verbindet, den Punkt C,
der von der Kiirzesten 4B die groBté Entfernung hat. Ist D ein Punkt auf 4B,
der C am néchsten liegt, so stellt der Abstand CD gerade die Abweichung der
Kurve L von der Kiirzesten 4B dar:

CD=h.
Wir ziehen die Kiirzesten AC und OB. Ist I-die Lénge der Kurve L, so ist
AC +C0B<LI.

In der K-Ebene konstruieren wir das Dreieck 4’ B'C’, das dem Dreieck 4 BC
entspricht. Die Abweichung seiner Seiten 4'C’, B'C’ von der Basis A’ B’ ist gerade
gleich dem Abstand der Ecke ¢' von 4’B’. (Im Falle K < 0 ist das evident;

im Falle K > 0 braucht es dagegen nicht zu sein. Ist jedoch 4'B’ < Z—V% , SO
ist das auch richtig.)

Nach Satz 2, § 3 sind die Abstdnde von Punkten auf den Seiten des Dreiecks
A’ B'C’ mindestens gleich den Absténden entsprechender Punkte auf den Seiten
des Dreiecks 4 BC. Daher ist die Abweichung des Polygons 4'C”" -+ ¢’ B’ von der
Basis A’ B’ mindestens gleich der Abweichung des Streckenzuges AC 4+ C4 von
der Kiirzesten 4. B. Folglich ist sie sicher mindestens gleich 2 = CD. Somit ist A
héchstens gleich dem Abstand der Ecke €’ von der Basis A’B’. Aber fiir eine
gegebene Basis A’ B’ und eine gegebene Seitensumme. 4'C’ 4 "B’ erreicht der
Abstand der Ecke ¢’ von der Basis 4'B’ beim gleichschenkligen Dreieck sein
Maximum. Da auBlerdem A4'C’ 4 C'B’ <1, so folgt hieraus, daB % keinesfalls
grofer als die Hohe des gleichschenkligen Dreiecks mit der Basis 4B und der
Schenkelsumme 7 ist.

Die erhaltene Abschitzung fiir die Abweichung einer Kurve von der Kiirzesten
fiihrt sofort zur Abschétzung der Abweichung d (nach FrEcHET) zweier Kurven,
die zwei gegebene Punkte 4, B verbinden. Und zwar ist deren Abweichung von-
einander hochstens gleich der Summe ihrer Abweichungen von der Kiirzesten 4B.
Demnach wird die Abweichung durch den Abstand r = 4B und die Langen,, [,
dieser Kurven abgeschétzt, und auBlerdem ist sie natiirlich von K abhingig.
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Speziellistim Falle K = 0
B <@+

Diese Abschitzung wurde von A. Buurring [5] fiir den Fall zweidimensionaler
Mannigfaltigkeiten auf einem vollig anderen Wege erhalten. Unsere Ableitung
verallgemeinert jene nicht nur bedeutend, sondern erschlielt, wie uns scheint,
ihren einfachen geometrischen Inhalt.
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