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das Prifix die Allzeichen fr @y, 25, ..., 24 und die Existenzzeichen fiir
Tjy Ejsy .oy %,y 50 hat man @y, ..., z;, als Parameter aufzu-
fassen und die obige Formel besagt, daB fiir beliebige Werte der
Parameter Losungen s, @4, ..., @, existieren, wobei der Wert

von z;, nur abbéingt von den Werten derjenigen Parameter, die z;,
im Prifix vorangehen.

(Bemerkung wihrend der Drucklegung}):

Es liBt sich iibrigens zeigen, das eine Funktion, die in einem
der Systeme S; oder auch in einem System transfiniter Stufe be-
rechenbar ist, schon in 8, berechenbar ist, so dal also der Begriff
,berechenbar® in gewissem Sinn ,absolut® ist, wihrend fast alle sonst
bekannten metamathematischen Begriffe (z. B. beweisbar, definierbar
etc.) sehr wesentlich vom zn Grunde gelegten System abhiéingen.

93. Kolloguium (25. VI. 1935). |

Begriindung einer Lkoordinatenlosen Differentialgeometrie
der Flichen, Von A. Wald.

Im folgenden geben wir eine neue koordinatenlose Begriindung
der Flichentheorie im Sipne des Mengerschen Programms einer
aligemeinen koordinatenlosen metrischen Geometrie. Menger hat in !
zahlreichen Abhandiungen und Vortrigen seit Jahren die Ansicht ‘
entwickelt, dal zor Untersuchung der lokalen Eigenschaften von
Raumgebilden die Darstellung der Punkte und Gebilde darch Koor-
dinaten bzw. differenzierbare Funktionen und (leichwungen ein Hilfs-
mittel bildet, das sich zwar als sehr fruechtbar erwiesen hat, aber
weder den einzigen, noch den allgemeinsten, noch anch den dem
geometrischen Kern des Problemes angemessensten Weg darstellt.
Einer rein metrischen und koordinatenlosen Behandlung gelinge es
erstens, die Theorie von vielen iiberfliissizen Voraussetzungen zu be-
freien, insbesondere von zahlreichen Differenzierbarkeitsannahmen,
die vielfach lediglich zum Zwecke der Anwendbarkeit analytischer
Methoden erforderlich sind, ohne mit dem geometrischen Kern des
Problemes etwas zu tun zn haben, wihkrend in den Féllen, wo Dif- |
ferenzierbarkeitsanpahmen erforderlich sind, durch die metrischen
Methoden ihre geometrische Bedeutung aufgeklirt werde; zweitens i
gelinge ihr durch Schaffang neumer Methoden, fiir zahlreiche klassi-
sche Sitze einfache und anschauliche Beweise zu erbringen und
dariiber hinauns Probleme zn bebandeln, die den klassischen Me-
thoden prinzipiell nozuginglich sind.

Eine metrische Theorie der Kurvenkriimmung hat bekanutlich
Menger selbst gegeben, indem er sich lediglich auf die Betrachtang
von Punktetripeln und ihren Abstandstripeln stiitzt 7). Im Zusammen-
hang damit hat Menger das Problem formuliert, die Flichen-
kridmmung durch blofie Betrachtung vor Punktequadrupeln und

) Mathem. Annalen 103.
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ihren Abstandssextupeln zu definieren und zu bebandeln. Diese Auf-
gabe wird im folgenden vollstindig geltst ?).

Wir hetrachten metrische Rdwme im Sione von Fréchet, d. h.
Mengen von irgend welehen Elementen (,Punkten“), in deven je
zwei Punkten p und ¢ ein Abstand pg—gp=:0, zugeordnet ist,
wobei pg==0 dann und nur dann gilt, wenn p—=¢, und wobei die
Dreiecksnngleichung pg+gr=pr erfiillt ist. Jede Teilmenge eines
metrischen Raumes ist ein metrischer Raum. Zwei metrische Riume
heiflen Eongrueni, wenn sie eineindentig und ahstandstreu aufein-
ander abbildbar sind. Ist B mit einer Teilmenge von A’ kongruent,
30 nennen wir B in B’ eirbeftbar. Mit Menger nennen wir die in
die euklidische Gerade einbeitbaren Mengen Iinear, die mit den In-
tervallen der Geraden kongruenten Mengen Strecken.

Vou grofier Bedeutung tiir diese Arbeit sind folgende Begriffs-
bildungen der Mengerschen Konvexitidtstheorie®): Ein Punkt ¢
liegt zwischen den Punkten p und », wenn p ¢+ » und pg+gr==pr
(Z. B. sind drei paarweise verschiedene Punkte dann und nur dann
linear, wenn einer zwischen den beiden anderen liegt.) Ein metrischer
Ranm heilt konrver, wenn zu je zwei Punkten ¢ =-» mindestens ein
Punkt zwischen p und r existiert. Oft verwenden wir folgendes
Theorem von Menger+t): Ein konvexer vollstindiger (z. B. kom-
pakter) Raum enthilt zn je zwei verschiedenen Punkten mindestens
eine sie verbindende Strecke.

Ein besonders wichtiges Beispiel konvezer Riume ist fiir jede
reelle Zahl % der Si. So nennen wir fiir 2> 0 die Oberfliche einer
Kugel der Kriimmung &, also vom Radins I/)% in der je zwei
Punkten als Abstand die Linge des kiirzeren sie verbindenden Grob-
kreisbogens zugeordnet wird, fir k=0 die euklidische Ebene, fiir
k< 0 die hyperbolische Ebenc der Kriimmueg %. Die linearen Teil-
mengen von & sind fir 2=<0 die Teilmengen der Geraden, fiir
k>0 die Teilmengen von halben Gro[ﬁkrelsen

Wir definierex non: Der metrische Raum B hat iro Puokt p
die Flichenkriimmung k(pg wenn keine Umgebung von p lincor
ist und 2u jedem ¢2>0 ein 6 >0 ewistiert derart, daf jedes Qua-
drupel von Punkien, die von p einen Abstand <§ haben, in einen
Sy mit |k—k(p)| <e einbettbar ist.

Nach einigen Hilfssiitzen iiber den S, im Kapitel I zeigen wir
im Kapitel II, dafi man, wenn ein kompakier konvexer Raum in
einem Punkt p eine Flichenkrimmung besitzt, in einer Umgebung
von p Polarkoordinaten einfilhren kann, durch welche die Umgebung
auf eine Tellmeuge der Ebene topologlsch abgebildet wird. In Ka-
pitel 111 zeigen wir, daB, wenn der Ramum in jedesm Punkt eine
Flachenkrummung besnzt das Bogenclement eingefithrt werden kann,

%) Hauptresultate finden sich in meiner Note C. R. Paris 18, XI. 1935.
Der von mir 1m Heft & dieser Ergebnisse entwickelte Krimmungshegriff wird im
folgenden modifiziert, wodurch die Theorie betrichtlich vereinfacht wird.

%) Mathem. Arnnalen 700, 8. 76,

9 Le, 8 89,
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80 daB der Raum als Gaubsche Fliche erwiesen ist. Die Gau8-
sche Krimmung derselben ist, wie wir sehen werden, in jedem
Puenkt mit der Flichenkriimmung des Raumes identisch. In Ka-
pitel 1V zeigen wir, dall umgekehrt eine Graufische Fiiche in jedem
Pankt eine Flichenkriimmung besitzt, die mit der Gaubischen
Kriimmung identisch ist. Diese Resultate lassen sich zusammen-
genommen aussprechen als folgendes

Fundamentaltheorem der Flichentheorie. Damit ein me-
trischer Rawm B eine Gawuflsche Fliche sei, ist notwendig und hin-
reichend, dafl B kompoki und im Mengerschen Sinne konvex sei
und in jedem Punkt ecine Flichenkriimnuug im oben definierten
Sinn besttze. Dieselbe stimmt danw fiir jeden Punkt mit der Gau/f-
schen Krimmung dberein.

Diesemn Theorem zufolge dient also unsere Definition einerseits
einer neuen einfachen und anschaulichen Einfiibrung der GauBschen
Krimmung (n#mlich einer metrischen, die nur amf die Betrachiung
von Punkiequadrupeln berubt), andererseits einer Grundlegung fiir
den koordinatenlosen Aufban der Differentialgeometrie der Flichen.

¥. Hilfssiitze wber §.

Sind p == g+ Punkte von S, so bezeichnen wir den kleineren
der beiden Winkel, welche die Strecken ¢p und ¢r witeinander ein-
schlieBen, mit Lpgr. Es gilt dann also stets 0=FL pgr==. Sind
P, ¢, v linear, so gilt Apgr=0 oder —=. Umgekehrt sehen wir:

1. Isi Spgr—= fiir p, q, r von S, so liegt g 2wischen p
und r, es sei demn, daf k>0 und pgtgr+rp=u(l) gilt, wo
u(k) die Linge des Grofikreises won Sy bezeichnef.

2. Sind p, o, & drei nicht lineare Punkie von S; und ist ¢
ein Punkt im Innern des Winkelrawmes zwischen den Strecken pa
und pb fiir den cp=>bp, so isl ae< ab,

3 Ist &, V, ¢ ein nicht lincares Tripel in Sy, und a”, 87, ¢
ein Tripel in 8,7, so daff ' <<k", a'¥=0a"d", o/ ¢'—a”¢" und
L =Lb" 0" gilt, dann dst ¥ ¢ >F"c". Fihren wir anf 8,
geoditische Polarkoordinaten #, ¢ ein, wobei »=0 und, wenn 27> 0,
iiberdies =<C % (k}/2 gilt, so.hat das Bogenelement anf S; bekanutlich
die Gestalt ds*=dr2+ Gi(r,0) dos, wo Gr(r, )= Gs(r)==sin|lr/}k.
Die Ableitung von- G (v) nach £ ist negativ. Ist b ¢’¢’=m, so ist
nach 1: o'V +¥ ¢+ da=u{k)>ulk")=a”" " +0"c¢"+¢"a”, also
¢ > b"¢”. Zum Beweis ven 3 geniigt es daher offenbar za zeigen,
daf zn jedem nichtlinearen Tripel o, b, ¢ von &, wobei LbacE=
ist, ein Zahl £>>0 existiert mit folgender Eigenschaft: Ist £—e<
<IFk+e, vnd a*, b ¢* e¢in Tripel von Sk, so dab o*b*=ab,
a*ct=ge, Li¥a*c*=Lbae, dann gilt beZ=b%e*, je nachdem A=k*
Um dies einzmsehen, filhren wir in S; und S+ Polarkoordinaten mit
den Zentren a bzw. o* ein, so daff 5 und ¢ dieselben Koordinaten
in S, haben, wie &* upd ¢* in Sie. Da la, b, ¢ nicht linear sind, so
sind keine zwel dieser drei Punkte diametral gegeniiberliegend. Tst

”
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r=r(p) (p==¢=¢,) die Gleichong des geodatischen Bogens B
zwischen & und ¢ in S, so existiert daher, wenn ¢ hinl#nglich klein
ist, in Sy der »* und ¢* verbindende Bogen mit der Gleichung
r==r(p) und hat, da &, monoton abnimmt, eine grifiere bzw. kleinere
Linge als B, je nachdem k>>%% oder <A* Daraus folgt annmittel-
bar die Behauptung.

4. Sind dic nichilinearen Tripel o', V', ¢’ von Sy, und a”, 8", ¢”
von Sy kongruent und ist ¥ < k"7, so ist jeder der drei Winkel des
ersten Tripels kleiner als der entsprechende Winkel des eweiten
Tripeis. Kein Winkel des Tripels ist ==, da sonst 1 zufolge, &' >0
und a'b' +b'¢' 4+ ¢'a’=u (k) gelien wirde und kein zu &, ¥, ¢ kon-
gruentes Tripel in S, existieren koonte. Wir wihlen nun einen
Punkt d” in Si- derart, daB b"d"=0"c¢” und La”d"d"=Fa'b'¢.
Nach 8 ist dann «’¢’ >a"d”. Da o”¢"=0a'¢, also a”¢”" >a”d”, 80
folgt aus 2, daf Le"d"c¢" > La"d"d" =Lt (.

B, Sei @'=l{a, ¥, ¢, d'} ein echies®) nichtlineares Quadrupel
auf Si, fir welches o' +¥c==a'c’ gilt, und Q" ={a", d", ¢", d"}
ein Quadrupel Sy, wobel B <k” gilt und a”, 6", ¢” mit a’, ¥, ¢
kongruent sind, Dann behaupten wir:

w, ) Aus ¢/d'=20a"d" und b'd’'=b"d" folgt ¢’d >¢"d”".

ag) Aus ¢’ d'=c¢"d" und ¥'d'=b"d" folgt &’d’ >a"d".

P) Aus a’d'=a”"d” und d'd'==c"d" folgt ¥'d' <b"d".

2,) Ist @, &, d' picht linear, dann ist ¥a'b'd <<La”d"d”
nach 4. Fir die Nebenwinkel gilt also <¢'d'd’ > ¢”b"d”, worans
nach 3 und 2 sich ¢'d'>c¢"d” ergibt. Ist zweitens o', ¥, d' linear,
so mub, da ¢ nicht linear ist, &’ zwischen ¥ und &’ liegen. Dann
sieht man, daf L c'a'd’—L¥a'd'—=mn, also gilt nach 1:

(+) >0 and a'd'+d' +d o' =ull).

Da andererseits a’¢’ +¢"d” +d'a’=a"¢" +¢"d" 4 d" a”" Zu (") <ull)
gilt, so folgt wiederum ¢’ d" >¢”"d”, wie %,) behauptet. Analog be-
weist man «,). Um @) zu beweisen, bemerken wir zunichst, dag
weder o', ¥, d" noch a’, ¢, d' linear ist. Denn wire o', &', d’
linear, 80 miilte @’ zwischen ' und d' liegen und (4) gelten, was
wegen a'¢ +cd +da'=a"¢" +e"d"+d"a" =ulk")<u(k) up-
moglich ist. Ware o', ¢/, &' linear, so miibte, da ¢ nicht linear ist, -
d’ zwischen o’ und ¢’ liegen. Es wire &' >0 and o’ und ¢’ wiren dia-
metral gegeniiberliegend in Sy, was wegen o' ¢’==a"¢” wnd & <Lk”
unmoglich ist, Ist nun erstens ¢”, 8", @” linear, so mub, da das
mit &, ¢, 4’ kongruente Tripel a”, ¢’, d” nicht linear ist, o
zwischen 6” und d7 liegen, d. h, 5”0”4 a”"d”"=5"d" gelten. Da
o', b, d nicht linear ist, also &'0"-+a’d’ > &'d gili, ist &' d" << H"d".
Ist zweitens o”, 57, 4”7 nicht linear, so sei d* ein Ponkt von Sy,
s0 daB ¢ d*—=aq"d” und & d*=>50"d"”. Wegen des bereits bewiesenen
Satzes 5z} ist dann &' d* > " d"==c'd'. Wegen 2 ist daber <4’ g%

%} Ein n-Tripel von Punkten heife echt, fall: jo zwei seiner Punkte einen
Abstand +0 haben.
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>¥4 a'd und mithin ¥ d" <¥ d*¥*=0"d", wonmit 5 in allen Stiicken
bewiesen ist. Es folgt als Korollar:

6. Ein echles wichtlineares Quadrupel, das ein lneares Tripel
enthilt, ist fir hichstens eine Zahl k in S, einbetthar,

Gilt fiir die Punkte a, b, ¢, d von S;, daB Lbac-+-Lbad+
Fead==2%, so wollen wir sagen, o liege auf 8, zwischen b, ¢, d.
Wir beweisen dann:

7. Es sei Q=la, b, ¢, d] ein echles Quadrupel des 8,. Liegt
einer der vier Punite zwischen den drei anderen, so ist Q) fiir kein
k' >k in Sy einbettbar. Liegt keiner der vier Punkte zwischen den
drei onderen, so ist § fir kein X <Zk in S, einbettdar®). Wire
nimlich im ersten Fall a”, 7, ¢”, d” ein zn ¢ kongruenfes Qua-
drapel in Sy mit & > %, dann enthielte © nach 6 kein lineares
Tripel wnd es miifte wegen 4 offenbar Xb"a”¢” 4+Lb6"a”d” -
Xe"a"d” > 2w gelten, was -unmmbglich ist. Wire im zweiten Fall
a', b, ¢, d ein zu @ koogruentes Quadrupel in Sy mit & <k, so
kann @ nach 6 kein lineares Tripel enthalten; es giibe ferner, da
keiner der vier Punkte von ¢ zwischen den drei anderen liegt, zwei
gegeniiberliegende Strecken, etwa «b wnd cd, die sich in einem
inneren Punkt ¢ schneiden wiirden. Es sei ¢ ein Punkt von Sy
zwischen @’ und &' so, daB a’¢' —ae. Wegen 5 8) wiire dann ¢'¢' <Cce
wnd d'¢ <<de, also & +e'd <ceted=cd Da d=c¢+ted
ist, 50 gilt erst recht ¢’ d' <¢d im Widersprach zur vorausgesetzien
Kongruenz, Die damit bewiesene Behauptung 7 enthiilt offenbar als
Korollar:

8. FEin echies nichtlineares metrisches Quadvupel ¢ ist fur
hichstens swei verschiedene Zahlen k' <k sowohl in Sy als auch
in Spv einbeftbar. (Fibt es zwet solche Zahlem, so enthilt jedes zu
kongruente Quadrupel von S einen Punkt 2wischen den drei dibrigen,
dagegen enthdlt kein zu  kongruenies Quadrupel in Sy einen
zwischen den drei dibrigen Punkten liegenden Punkt.

IL. Uber mefrische Riume, welche in einem Punkt eine
Flichenkrimmung besitzen.

Wir ziechen vor allem einige unmittelbare Folgerungen aus
den bewiesenen Hilfssitzen auf Grund des hekannten Theorems von
Menger?), dafi ein mehr als vier Punkte enthaltender metrischer
Raum, von dem je.drei Punkte linear sind, linear ist. Als Umgebung
eines Punktes p eines metrischen Raumes werden wir im folgenden
stets die Menge aller Punkte des Raumes bezeichnen, die fiir irgend
eine Zahl ¢>0 von p einen Abstand <Cp baben; genamer nennen
wir diese Menge die Umgebung von p vom Radius p.

Ein konvexer metrischer Rawm B besitet in einem Punkt p
hichstens eine Flichenkrimmung. Sei U irgend eine Umgebung von
p. Ist U linear, dann hat R in p keine Flichenkriimmuang. Ist T/
nicht linear, so existieren dem erwibnten Mengerschen Theorem

) Die Beweise der SitZe 7 und 8 hat mir J. Groif geliefert.
"} Mathem. Annales 700, 8. 128.
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gufolge drei nicht lineare Pmnkte ¢, r, s von U. Wegen der Kon-
vexitit von R existiert ein Papkt ¢ zwischen # und s. Dann sind
g, v, 8, t ein nicht lineares, aber ein lineares Tripel enthaltendes
Quadrupel. Die Behauptung folgt dann aus 63).

Wir nennen die Umgebung U von p vom Radins p regulir,
wenn jedes Quadrupel von I7 einbettbar ist in S; mit |&] < =%/16p2
Die untere Schranke K aller Zahlen %, fiir welche jedes Quadrupel
von U in Sy mit |k |==k einbetthar ist, nennen wir die Krimmungs-
schranke von U, Aus der Definition der Flichenkriimmung folgt un-
mittelbar: Wenn B in p eine Flichenkrimmung besitzi, so ist jede
Umgebung von p mif hinlinglick kleinem Badius reguldr. Wir zeigen
weiter: In einem kompakten konvexen Raum hat jede regulire Um-
gebung U eines Punkies p, in dem R eine Flichenkriimmung be-
sitzt, folgende Eigenschaften:

‘1. Jedes echte Quadrupel @ von U, dos zwel lineare Tripel
enthdlt, dst linear. ¢ ist mit einem Quadrupel ¢ von 8, mit
k< w?/16p? kongruent, das zwei lineare Tripel enthilt. Ist k=<0,
go liegt @ auf einer Geraden. Ist £>>0, so liegt ¢ auf einem
balben GroBkreis von S., da je zwel Punkte von ¢ als Bilder von
zwei Ponkten der Umgebung U7 vom Radiuns p einen Abstand <{2p

<1r/2]/?5 hahen. Jedenfalls ist also ¢ linear.

2. Es existieren zwei Punkte a, b von U, so daff p, o, b niché
linear sind. Anderenfalls wire wegen Figenschaft 1. jedes Tripel
von 7 linear. Da 7 wegen der Konvexitit von B mehr als vier
Punkte enthilt, wire dann nach dem eingangs erwdbnten Theorem
von Menger U linear, was uwumbglich ist, da £ in p eine Flichen-
kriimmung besitzt, T

8. Uist konver. Seien a7 b zwel Pankte von U, Sind p, a, &
linear, so liegt jeder Punkt zwischer o und & in U. Es seien p, a, b
nicht linear; whre = ein Puukt zwischen ¢ und 4, der nicht n U
liegt, fir den also paxZ=p, so existierten wegen der Konvexitiit von
R zwei Punkte y, 3=y, zwischen ¢ und & derart, dab pa<py,—
Py, <p. Das Qnadrupel ,Q;w{p, @, ¥:, ¥,} wire mit einem Qua~-
drupel @ =={#', o', 4., %) von S mit |k|<<=%/16¢* kongruent. Da
@, ¥, ¥, linear sind und o nicht zwischen g, und y, liegt, so ist
dies far =<0 wegen pa < py, uomiglich; fir k>0 wire dies nur
méglich, wenn das gleichschenkelige Dreieck ', #, ¥ eine Hohe
==/2 |k hitte, was aber picht der Fall ist, da diese Hohe < 2p
ist. Aus den Eigenschaften 1. wnd 3. folgt naeh bekannten Sitzen
von Menger®) als Korrolar:

Je zwei Punkte vor U sind durch genou eine Strecke (d. h. mit
einem Intervall der Geraden kongruente Menge) verbunden wund die-
selbe verlduft in U.

8 Erwihnen wir noch, daB analog aus 8 folgt, daf jeder belickige me-
trische Raum tn keinem setner Punkte mehr qls zwet Flichenkrimmungen be-
sitzen kann.

% Mathem. Annalen 7104, §. 108—113.
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Einfihrung des Winkelbegriffes. R habe im Puonkt p die
Flachenkrimmung %(p) und es seien a und o zwei Punkie =p in
einer reguliren U'mgebung U von p. DBezeichnmen wir dann fiir jede
Zzhl %, die kleiner als pe wnd pb ist, mit a(%) bzw. 5(}) den
zwischen p und o bzw. & im Abstand % von p liegenden Punkt und
nennen wir §(}) den Abstand von a(X) und b (%), so behaupten wir:
Es existiert lim (/) fiir 3—0. '

Vor allem sehen wir, dal, wenn p, @, b linear sind, 3(\)=22
bzw. —0 fiir jedes % gilt, je nachdem ob p zwischen « und & liegt
oder nicht, daB dann also der fragliche Limes existiert und =2
bzw. —O0 ist. Wir nehmen nun an, p, @, & seien nicht linear. K sei
die Kriimmungsschranke von U, Wir withlen zwei Zablen ¥ < —K
und 4”7 > K und irgend ein 3, das kleiner als pae und pb ist. Wir
bilden zu p, a(%y), b(},) zwei kongrmente Tripel z', a’ (%), & (%)
aud p”, ¢” (), & (%) auf Sy bzw. auf Si». Wir bezeichnen sodann
fiir jedes A=<k, mit o' (A) bzw. ' (2) den zwischen p" wnd o ()
bzw. & (%) im Abstand X von p' liegenden Punkt von Sy, nennen
3" () den Abstand der Punkte o' (3) und 3’ (x) und definieren analog
a”(3), b7 (%), 3 (X). Wir zeigen nun, dab 8(3) < 3(x) fiir jedes % < ).
Da das Quadrupel p, a(35), 5(%), a(}) von U in eine 8 mit k, > &
einbettbar ist, wihrend p’, a' (), ' (), ¢'(A) in Sy liegen, so folgt
aus BB, dab & () e’ ) <& a(n) gilt. Das Quadrupel p, &(),
a(}), b(x} von U ist in eine 8, mit % > & einbettbar. Es sei p*,
*(ho), a*(2) ein zn p, b(%), a(}) kongruentes Tripel Sy und &*(%)
der zwischen p uwnd $*(3,) im Abstand % von p* liegende Pankt.
Dann folgt aus 58, daff o*N) ¥R} <<a(W)b()=d(}). Wegen
b (do)a' (1)< b (M) a(W)=0*(%,) a*(}) folgtaus 2, dab < L* (A} p* a* (A) >
L o) p o’ (), mithin a*X)&*(2)>a’ (M) )= (1) und demnach
8 (1)<<3(n) gili. Analog beweist man 9”(2)>8(») und hat also
(<8 <" () fir jedes 1< %. Nach bekannten Formeln der
sphirischen Trigonometrie gilt:

o V"’—;I;?/ 2 __sn '_/EV‘;;W 2 1) fiir jedes A=0y, also Lim 3'(0)/h.—
8in sin
=2 L/ (%) fiir A—0. Analog definiert man L” (%) und hat lim 3" ()/A=
2L7(%;). Zwischen den Zahlen 2 L' (%) mnd 2 L”(3,), die zwischen
0 und 2 liegen, miissen alle Hinfungswerte von 8(3)/ liegen. Da,
wie man leicht sieht lim (L' (3,)—ZL"(M))=0 fiir %—0, s0 mub
3(3)/% konvergieren, w.z.b. w.
Wir definieren nun:
B

Fepb=2 Arc sin % lim —=, wo Arc sin den zwischen O und =/2
A=0

gelegenen Wert von arc sin bedentet, dann geht aus unseren Uber-
legungen hervor:

9. Fir je zwei Punkle adp+d von U ist 0=Fapb=m,
wobei eines der Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn

P, a, b linear sind. Ist pa=pbd, so gilt Lapb=0 dann und nur
dann, wenn a=b.
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10. Es seien a=p=b Punkte der reguliren Umgebung U von
P mit der Krimmungsschranke K und o, p', b bzw. a”, p”, b
Tripel in Sy bow. Sp, wobei ¥ <K, ¥" > K, so gilt, wenn die
Tripel mit p, a, b kongruent sind, Xa p'b "i%iapb‘i%ia”p”b”;
wenn dagegenpa—p a'=p”a”, pb—p b p”b” Tapb=a'p'l'=
La"p”b”, so gilt a' b = ab=a"b".

Einfiihrung von Polarkoordinaten. Ist U eine regmlire Um-
gebung von p, so kinnen wir wegen Eigenschaft 2. der Regularitsit
zwei Puunkte p, und p, wihlen, so daf p, p,, p., nicht linear sind.
Wir ordnen nun jedem Punkt sFp von I die zwei Zahlen zu:
r(s)=psund ¢ (s)=Lspp, bzw. 2= —Lspp, je nachdem | Lp, pp.—
Lspp|=Lspp, oder =L spp, ist und beweisen, dab U [olgende
wichtige Kigenschaft hat:

4. Bildet man den Punkt p der reguliren Umgebung U
auf das Zentrum p' eines Polarkoordinatensystems der euklidischen
Ebene ab und jeden Punkt sFp auf den Punki s’ der Elene mit
den Polarkoordinaten r(s), @ (s), so wird hiedurch U topologisch ab-
gebildet auf eine Teilmenge der Ebene. Sind o und ' 2wei Punkte
dieser ebenen Menge U', so daf ¢/, o', b nicht linear sind, so
existiert ein ) >0 dervart, dafl jeder Punkt im Winkelraum zwischen
den Sirecken p' o' und p'b, der von p' einen Abstand > hat, in
U’ liegt.

Wir beginnen mit einer Hilfsiberlegung: p,, ... p. seien %
Punkte 45 von U. Fiir jedes X, das nicht grofer als die kleinste
der Zahlen pp,, . . ., pp. ist, bezeichnen wir mit 7, (3) den zwischen
p und p; im Abstand 2 von p liegenden Punks (i==1, 2,..., #)
und setzen p, (A)==p fiir jedes h. Dann ist fiir jedes % das Quadrupel
po(¥), .. ., pi,(}) mit einem Quadrupel ¢* von S, kongruent, wo k
von A und 4, i, 4, ¢, abhiingt und mit A0 gegen % (p) konvergiert.
Da ¢* von 8 mit A—0 unbegrenzt klein wird, so nihern sich die
Abstandsverhiilinisse der Punkte von &* unbegrenzt den Abstands-
verhilinissen eines Quadrupels der euklidischen Ebene. Dasselbe gilt
fiir vier Punkte, deren Abstinde gleich dem X-ten Teil der Abstiinde
der entsprechenden Prukte von ¢ sind. Setzen wir di, =Tim p:(3) p; (1}/2

(=0, 1,..., n), 850 ex1stlert algo fiir je vier Zahien By oo vy By
ein Quadrupel Piye-os pi der euklidischen Ebene, in welchem erstens

wo

p; und p; den Abstand df haben und zweitens Sp; p" p/=<Lpi p p;
gilt. Aus der ersten Bemerkunn' folgt auf Gruud Mepgerscher Sitze
iiber die Ebene19), dall n+1 Punkte Pos P> - - -+ p. der Ebene
existieren, von denen p; und p den Abstand d; haben (i, j=0,1,...,%)

£ ’”

aus der zweiten, dab Xp;p p/—=Lpipep; (i, j=1 ..., n) gilt.
Wenden wir dies aunf die Punkte p, und p, von U an, welehe zur
Einfihrung der Polarkoordinaten in U verwendet wurden, nnd anf
irgend zweli von p verschiedene Punkte p; und p, von U, wobei
wir in p, das Zentrum eines chenen Koordinatensystems, durch

) Mathem. Annalen 700, 8, 128.
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p’l' dessen Halbstrahl ¢=0 legen und das wir so orientieren, daf
¢(p,) <, so folgt auvs der zweiten Bemerkung: Es gilt ¢ (p;)=9 (p))

(i=1, 2, 8, 4) und Lp;p,p,—=F<p;pp,. Hieraus ergibt sich fiir
die Abbildung von U auf die ebene Menge U’, wenn man in der
Ebene das eben betrachtete Koordinatensystem wihlt, der Hilfssalz:
o(p)=0¢(p;) (=1, 2, 3, 4) und K p; P, P, = Lp; Py Py="5D5 Do Ps-

Hieraus folgt: Die Abbildung von U anf U’ ist eineindeutig.
Denn sind s und # zwei versehiedene Punkte von U, so ist entweder
pspt, also »(s')Fr(t) oder es ist ps=pi+0, also nach 9, da
s==¢ gilt, <spf>0, worans nach dem Hilfssatz o(s") = ¢(t') folgt.
Jedenfalls also folgt &' ¢ aus s3=¢. Ferner ist die Abbildung von
U aaf U’ stetig. Dies ist evident im Punkte p. Ist {g;} eine Folge
von Punkten von U mit im g;=¢ 3 p, so gilt wegen der Stetigkeit
der Metrik lim »{g)=r(g). Wir zeigen ferner: lim o(g)—9(g), ab-
gesehen davon, dab 9(¢)=0 mit lim ¢(g)=27 vertriglich ist.
Setzen wir Ag;==q:pg, so geniigt es nach dem Hilfssatz, =u
zeigen: lim Ag;=0. Sei s ein fester Punkt zwischen p und ¢, und
s; der Punkt zwischen p nnd g, fir den ps;=ps, dann gilt wegen
der Eindentigkeit der Strecken zwischen den Punkten von U offenbar
lim s;—s. Betten Wir r, §, § in Sy bzw. S ein, wo ¥ < K und
%" > K, und bezeichnen wir dic Winkel der Bildéripel, deren Scheitel
der RBildpunkt von p ist, mit Ag, baw. Ag; so gilt nach 10
Ag =tAg;==Ag. Aus lim s;=s, folgt lim A g;==]im Ag/=0, also
lim Ag;—0. Da R kompakt ist, ist die Abbildung von U aunf U’
also fopologisch.

Um noch die behauptete Eigenschaft von U’ zm erweisen, be-
zeichnen wir, wenn p’, @', 0" in U’ nicht kollinear sind, mit & und
b die Urbildpunkte in U von o’ und &'. Es ist 04 <Ca'p'd &,
also ist O-<Cepb=+= und p liegt somit nicht zwischen a und b.
Die Strecke S5 zwischen ¢ und & hat somit ven p eiven Abstand
2>0. Das Bild 8 von § in U’ hat den Abstand X von p. Jede
Strecke zwischen p’ und einem Punki von § liegt in U'. Zum Be-
weis der behaupteten Eigenschaft von U’ haben wir also nur zum
zeigen, dab § im Winkelranm zwischen den Strecken p’a” und p'd’
verlduft. Mit diesen beiden Strecken hat &, da je zwei Punkte von
I/ durch genan eine Strecke verbunden sind, nur ¢’ bzw. &’ gemein.
Lige §' nicht im Winkelraum zwischen den Strecken p’a” und p’¥',
50 lige §' also ganz im ZHufieren Winkelraum. Dann enthielte S”
aber einen Pupkt ¢’ (mit einem Urhild ¢ in T7), so dak p' zwischen
o und ¢ lige. Dann lige aber p zwischen « und ¢, was, da @, ¢, b
linear und @, p, & nicht linear sind, der Eigenschaft 1 der Regu-
jaritit von U widerspriche.

Wir bezeichoen mit Menger1'} einen Punkt g des Raumes R
als Schalenpunkt bezliglich p, wenn kein Punkt r von B existiert,

1) Mathem. Annalen 700, 8. 102,
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g0 dab ¢ zwischen p und  liegt, und zeigen, dab die regulire Um-
gebung U folgerde Bigenschaft besitzt:

5) Sind @ und b Punkte von U, von denen mindestens einer (etwa b)
kein Schalenpunkt bezfiglich p ist, so ist kein Punkt der Strecke
zwischen a und b Schalenpunkt beziiglich p. Ist p, a, b linear, so
ist 5) evideut. Sind p, 4, b nicht linear, so existiert ein Punkt 5*
von {7, so daf & zwischen p und &* liegt. Ist ¢ irgend ecin Pankt
zwischen a und 3, so existiert anf der Strecke zwischen a und &%
genau ein Punkt ¢*, s0 dab ¥ ¢* pa=<crae gill. Wegen Eigenschafi 1)
der reguliren Umgebung [V ist ¢* F£e. Lige ¢* zwischen p und ¢,
80 miifiien wegen Eigenschaften 3) und 4) von U die Strecken b*¢*
und ¢ sich schneiden, also hitten die Sirecken ab und aé* einen
Puonkt =g gemein, was wegen Eigenschaft 1) von U womoglich
ist. Also liegt ¢ zwischen p und ¢* und ist daher kein Schalen-
punkt w. z. b. w.

Dab jede Umgebung eines Punktes p, deren Radius hinling-
lich klein ist, die Eigenschaften 1)——5) bhesitzt, hat sich aus der
bloBen Annahme ergeben, daf B in p eine Flichenkriimmung be-
sitzt. Herr Menger hat bemerkt, daf sich alle Schliisse sogar schen
ans folgender schwiicheren Annahme ziehen lassen; es existiert eine
Zahl k(p) derart, dab jedes Quadrupel von U, des ein lincares
Tripel enthdlt, in S, einbettbar ist, wo |k—%k p)] beliehig klein
jst, wenn das Quadrupel hipreichend nahe an p liegt. (Ein solches
Quadrnpel ist nach 6 (8. 28), wenn es nicht linear ist, in hdchstens
ein S; einbeitbar.) Die Frage von Herrn Menger, ob anch die Satze
des folgenden Kapitels giltiz bleiben, wenn man in jedem Punkt
die Existenz einer Flichenkrimmung in diesem schwiicheren Sinne
annimmt, bleibt vnentschieden.

I11. Einfiilhrung des Bogenelementes in Réumen, die in
jedem Punkt eine Flichenkriimmung besitzen.

Wir bezeichnen als Gawfsche Fliche einen kompakten kon-
vexen metrischen RKaum, zn dem eine Zah! g, >0 existiert derart,
daf jede Umgebung jedes Punktes, deren Radins <p, ist, die Eigen-
schaften 1)—b) besitat, und in dem eine stetige Funktion x(p), ge-
nannt die Gayflsche Kriimmung, definiert ist, derart, dal, wenn
eine Tmgebung ecines Punktes mit einem Radins <Jp, ist und die
stetig differenzierbaren Fnoktionen »(f), 9(f) (#,=t==t.) eine Kurve
. in U darstellen, die Linge dieser Kurve gegeben ist darch

f'l/dﬂ+‘G%(r, 9ds,

wo G (r,¢) die den Bedingungen G (0, 2)=0nnd 3 G{0, ¢)/9r=1genii-
gende Lisung der Differentialgleichung - f( r, 0)+ 2(r,9) G (r, 0)=0

ist. In diesem Kapitel beweisen wir das Theorem: Jeder kompakte
konvexe metrische Raum, der in jedem Punkt eine Flichenkriimmung

3
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besitzt, ist eine Gaufische Fldche, fir welche in jedem Punkt die
Gaupfsche Krimmung wit der Flichenkriimmuny identisch ist.

Wir setzen also voraus, E sel ein kompakter konvexzer Raum,
der in jedem Punkt p eine Flichenkriimmung %(p) besitzt und Dbe-
weisen vor allem?®): L

k(p) ist eine stetige Funktion von p. Sei ¢>>0 gegeben. Es
existiert ein 8>0 derart, dab jedes nicht lineare Quadrupel, das
ein lincares Tripel enthilt und von p einen Abstand <Cd hat, in
S, mit | k—%(p)| <s/2 einbettbar ist. Ist ¢ ein Punkt mit ¢p < 5/2,
go existiert wegen der Eigenschaften 1), 2}, 8) der reguliren Um-
gebungen in einem Abstand < 3/2 von ¢ nicht lineares Quadrupel,
das ein lineares Tripel enthiilt und in S, mit |E—k(g)]| < ¢/2 ein-
bettbar ist. Mit Riicksicht anf 6 folgt aus ¢p<C3/2, daf |k(p)—
—k(g)| <e. — Wegen der Kompaktheit von R, existiert also eine
endliche obere Schranke K der Zahlen |k(p)| fur alle Punkte p
von R.

11. Ist in einer reguliren Umgebung U von p eine Folge
lay b} von Punkipaoren gegeben, a;=f by, pa=—pbie=r;=0 fir jedes
i und setzen wir b= apb, 'so hat a;byr;{; eine endliche obere
und eine positive uniere Schranke. Bilden wir néimlich zwei Tripel
25 a; b, und p*, a7, b] auf S_xbzw. Sx derart, dab p'a,—p'b,==p''a] —
==p"b; =r und L a;p’ b= a; p"b] =1, so gilt nach 10, dab o b=
=ab=a;b], Da sowohl a)b/r,}, alg auch a}b)/r.§, eine endliche
obere und eine positive untere Schranke besitzt, folgt 11.

Wir werden ferner die zwei folgenden Bemerkungen iiber S,
verwenden, wobel wir den Flicheninhalt des Dreiecks a, b, ¢ in Sy
mit ¥ (a, b, ¢) bezeichnen.

12, Liegt ay, by, ¢ in S, (i=1, 2, ... ad inf.), und konver-
giert der Durchmesser wom ay, b;, ¢; gegen O, so ist, wenn |k;| be-
Fff”;—i;:l beschrinkt.

12, Sind a, b, ¢, in Sy, und a, b, c; in Sy fiir jedes natiir-
liche i kongruent, konvergiert der Durchmesser von a;, b;, ¢; gegen Q,
ist | k| beschrdankt und lim |[k,—k |=0, dann ist
lim F(a, b, ¢)/F(a, b, ¢)=1.

Ist nun U eine regulire Umgebung vom p, S0 nemnen wir
Polartrapez ein nicht lineares echtes geordnetes Quadrupel T'=/{a,
b, c, d} derart, daf 1) a zwischen p und d liegt und » zwischen
p und ¢ liegt und 2) ap=>bp, cp==dp gilt. Wir bezeichnen diese
Zahlen stets mit » baw. # +p. Offenbar ist »>>0 und wegen 1) gilt
ad==bc=5>>0. Wir nennen <Lapb den Polwinkel von T und be-
zeichnen ihm stets mit ¢, Als Quadrupel einer reguliren Umgebung
kann T fir mindestens ein % in Si, nach Hilfssatz 8 fiir hiichstens

schrinkt ist, auch

%) Der Beweig ist analog einem Beweis von F. Alt dafir, daf die Men-
gersche Kurvenkrimmung eine stetige Funktion ist.
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zwel %' und % in Sy und S, eingebettet werden. Wir bezeichnen als
die T’ zugeordnete Kribmmung & diejenige?®), von den Zahlen %’ und
k", die an k(a) ndher liegt, wo k{v) die Flichenkrimmung von R
im Pankt ¢ von T bezeichnet. Als Bidquadrupel von T werden
wir stets ein mit ' konkruentes Quadrupel T%"={a‘,d ¢’,d} in
diesem S, hezeichnen. Jedes Bildquadrupel eines Polartrapezes ist
echt, nicht linear und a'd'==4'c’, Die Winkel

2e=L b'a'd! —900, B=La'h'c'—90°, y=000—Xb'c'd",
3 =900 —Le'd'a!

necnen wir die vier I' zugeordnreten Winkel, Von besonderer Wich-
tigkeit wird der Winkel y=|a—@| sein. Man Dbeachte, dab «,
8,1, 8, n in 8, erkldrt sind, dagegen ¢ in R. Die Abstéinde eb und
und ¢d werden wir stets mit ¢ bzw. T hezeichnen.

18. It T, (i=1, 2, ..., ad inf.) eine Folge von Polartrapezen,
Siir welche lim pi—=1lm r,—0 so gilt

. By ,
1) lim = =0 Jir B=—a;, B vy 3.

2) n,="% (re+ i)y, wo lim {=0.

Wegen 10 gibt es fiir jedes i offenbar eine Zahl %, so daf
lim k&=Fk(p) und Xa;p"b;=1, gilt, wobei of, b}, p* ein zn a, b, p
kongruentes Tripel in Sy bedentet. Es sei

a, b, d, p kongruent mit o}, &}, d, p? in S, mit k=4k};

@, b, ¢, p kongruent mit a?, 82, ¢, p* in S, mit k=i2

0 U4

Nach trigonometrischen Formeln haben wir, wenn wirsta]p!bj—
=} (I=1, 2) setzen und mit «, b, ¢, d; das Bildguadrupel T} von
T; bezeichnen:

2L blaldlemm + {1 KL F(pY, al, bY),

2L a2b? - (2R F(p?, a?, b?),

b0 — Kb a}dy | | B F (b d) ki Faibia)],

| Labjo——Ka2lict| = |k, F(a), b, c)— k2 F (a2, 82,¢2)|,

U— U B F(pY, ol ) — K E @, of, B)|; (I==1, ).
i £ T 4 ] 3 p’ 2 Vi

Aus 11 folgt, dafl ab,/rd, beschrinkt ist. Wegen 12 sind die
Ausdriicke F (', af, 1)/+2}, Fla, b, d)/rpd, and F(a, b, c),
ripis beschréinkt. Unter Beriicksichtigung von 12' folgen nun, da
lim & ==lim k! =1limi?—=1lim &;—k(p) gilt, die Behanptungen 2) und 1)

fir &=ma, B Fir £,—y, 9, beweist man 1 analog.

*) Bzw. irgend eine der Zahlen %', &, falls k(s) ibr arithmetisches
Mittel ist.

g
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~ Wir wollen eine regulire Umgebung U von p frapezrequlir
nennen, wenn fir jedes Polartrapez T in I/ der Betrag jedes der
vier zugeordneten Winkel, «, 8, v, § zwischen dem */;fachen und
dem 5/;fachen des Polwinkels ¢ liegt. Aus Behauptung 1) von 13
ergibi sich daon unmittelbar: Jede regulire Umgebung wvon p it
hinlinglich kleinem Radius ist trapesreguldr.

14, Ist U eine trapezrequlire Umgebung von p und Ti(i=1,
2 ..., ad inf.) eine nichi gegen die Begrenzung von U sich hdufende
Folge von Polartrapezen fir welche 1) o,<ry 2) pi/ Uy einme positive
untere und eine endliche obere Schianke hat, 3) lim o.=lim $;=0
gilt, dann ist lim 4,/r20,=0.

Fs geniigt 14 fir den Fall zu beweisen, daB die 7; gegen
einen Ponkt a von U konvergieren. Ist a=p, so folgt 14 aus Be-
hanptung 2) von 13. Sei also a==p. Fiir jedes natiirliche i be-
trachten wir auf der Strecke zwischen p und dem Punkt a; von
T:endlich viele Punkie a, ..., inp—1, Gny=0;, 80 dab pa;=o;
and egagr =p (F=1,.. n(z)—]) Wir setzen r.,;==pa;, nen-
nen b;; den Ponkt zwischen p und &; flir den pb,—pa,;;, setzen
e p=biyyy, dy=ai1, (J=1,..., #@—1), cinp="0s ding;=—4d
und nennen Ty; das Polartrapez {ais by, ey dy} (j=1,..., n{Z))
Es sei nan j(1), j(2),..., j(&),... irgend eine Folge natiltlicher
Zahlen 1=j{i}=n(i). Wir betrachten die Folge Ty, (i==1,2,.
ad inf). Das Bildquadrapel T,  =fa; ., ...} liegt fur k= k.m, in

Si. Danp gllt
1Y a0 Bpi="b4, 60 =>0 fr jedes natiirliche 4,

2y |B—d/ 2] =1{,/8, wenn §' irgend ein T: zugeordneter Win-
kel ist, d. h. fir die Winkel <& ., @, d,,—90° usw. von S,
da T in einer trapezreguliiren Umgebung von p liegt.

Nun existiert fir jedes ¢ ein 2. >0, so dab
(+) lim X=0, 9= xr2d, fir 271/ und jedes i.

£

Denn fir 2=j(@)=1/}o: erfiillt die Folge T, offenbar die Vor-
aussetzungen von 13, so dafi Behauptung 2) von 13 gilt. Wir be-
haupten weiter, daf fiir jedes ¢ ein y,>>0 und ein A]>>0 existiert,
80 dab N .

(+ +) lim P-4 —lim )L 0‘.‘ 7):‘;‘+1—'q.e;'é(5”="ﬂg + 1:?‘{_{ LL )Pz‘ furjgl/VP_g;
und jedes é. Um dlBSES_ z1 beweisen, setzen wir, wenn j(i) eine Zablen-
fo]ge mit j(i)é 1/|/P, ist, 22506} bgj(,-)#o',-j(,-), Cifid) d,-j(,-)=-r,-_,-(,-,, and ha-
ben dane mit Rileksicht anf 11:

3‘) Gi;‘(i)/q"i und T[j(,‘;/'?,' sind beschréinkt; ‘E;j(,‘)/ﬁ,’j(f) hat eine pOSitiVG
untere und eine endliche obere Schranke und lim g,di/os, @ ==0.
Nach einem elementaren Satz iiber Quadrupelfolgen von Sy, (dessen

Beweis sich 8. 40 findet) ergibt sich aus 19, 29, 3') und 2} fiir
jedes ¢ die Existenz eines x;, so dab
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Hm xg==0; |8y yiy | — %, Sote e flir 7=1/Vp und jedes i,

Hieraus folgt (+ +) offenbar mithelos, sobald man weiB, dag
™ | 8=l + [es—Busma | <vigridig,
wo v;; mit wachsenden ¢ gleichm#fig gegen 0 konvergiert. Um den
ersten Summanden von (¥) abzuschiitzen, betrachten wir das (ein
lineares Tripel enthaltende Quadrupel ¢;;, @i/, ai/t+y, @i:s, das nach 6
fiir genan ein (von i und j abhingiges) 2* mit einem Quadrupel ¢,
a;, ay, a, von Sy kongruent ist. Wegen der Linearitit von a, af,
a! gilt, weon wir 8 =900--3e*a}a}, «*—3c*al,a]-—90° seizen,
a*= 5* und

E CPTEL A L PR S Py

|3 —8, =<k, Fla,, ¢, d)—kF(a, o, )|
Da nach 13[ 50,007 be,schra'.nlft ist, so folgt aus 12, dal
F(a,, d,, ¢)/r, Yo, wd F(d, _ b ., d ) r, $p, beschrinkt
sind. Da kj;—&* and k,y,—%&* mit wachsendem £ gleichmifig in j
gegen O konvergieren, folgen wegen 127 Abschitzungen fiir |»*—
—atg;q] und |3%—38;,;|, welche wegen «*==3* die gewilnschte Ab-
schiitzung des ersten Summanden von (¥) ergeben. Die des zweiten
ergibt sich analog, womit (4 +) bewicsen ist. :

Wir nennen nua }, die grofere der Zahlen %, und 2 und zeigen
zun#chst: Ist y:(r) die der Bedingung #.(0)=0 geniigende Lisung der
Differentialgleichung ¢, (n)=p. v, (N+20d,r (E=1,2,..., ad inofl},
so gilt n,=<w;(r,) fiir jedes ¢ nod j. Da die der Bedingung 2(0)=0
gentigende Losung der Differentialgleichung 2;(r)=2% ¢,» eine Mi-
norante von y;() ist und 2, () =xdir2=n, fiir 2=7="1/}p;, so gilt
erst reeht y;(ri,)==n;,;. Fiir j>>1/}p; sieht man nach dem Mittel-
wertsatz, dab #:(ri ) —ylry) =y (ridpn WO 7, s, <ryy, Aus
der Differentialgleichung folgt unmittelbar, dab .(») uod ¢{r) monoton
wachsende Funktionen sind, also ist y,(r})e, =¥, (r/)p,— (9, (r, )+
2%, §,747) P, == N1 41—z Woraus durch Induktion nach j die Bebhauptung
#(ri )=, filr alle ¢ und j folgt.

—*F(at, &, ¢)|

23

Um 14 zu beweisen, geniigt es offenbar zu zeigen, daB y.(v)/r2d:
mit wachsendem ¢ gleichmibig in +» gegen O konvergiert. Es gilt:

?/t(")zewrleif‘tl»‘;e_vwf dr<y:‘{r).,-=e!’»i"f‘Qqu;,-dr:)\i,.zew"%
¢ S

Da lim p,=lim »=0, so ist 14 hewiesen.

Ist U eine regulére, also mit Polarkoordinaten », ¢ beschreib-
bare Umgebung von p, so bezeichnen wir den Abstand der Punkte
a=(r, ¢) und b=(r, p+A49¢) mit s(r, ¢, Ag) und setzen:
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G(’r‘-\-Af‘, ®, A?)—G(ra P A@)=Ac(r, Ps AC?, AT),
AG{?‘—I—A?‘.} P, A?a A:‘)—-Ac(r, P A?} Ar)sAga(ry 2, A?? A?‘).

15. Sei U eine trapezrequldire Umgebung von p; die Punkte-
Jolge ai={ry 9} (i=1,2,...,, ad inf) konvergiere gegen einen
Punkt a=(r, 9}t p. Es scien Ar,>0 und Ap, zwei Zahlenfolgen,
so daf lim Ary=0 und wenn wir by=/_ry 0+ A¢;) und ;—Lapb;
selzen, folgende Bedingungen erfiillt sind: OF;Fw, lim ¢,=0 und
Arifle hat eine positive untere und eine endliche obere Schranmke.
Dann gili:

Alg(r., 9;, Qo Ar))

lim =—k(r,9)

G{¥,, 94, A‘?i} Af'2¢

wobei wir k(r, p)==k(a) schreiben.
Wir setzen ¢,=0;=(r,+Ar, ¢, +A2), d,)—a;— (r+4r, 5),
c:={rf+2Ar,-v ?i+A<Pi)1 d:=(1’i+2ﬁf‘i, ?,) und Tf={'3«;1 bﬂ &) di}s
T;=/{a] ,...}].Die Bildquadrupel 7' =={a}, ...} von 7, geniigen, wie

¢
man ans 13 und 14 entnimmt, folgenden Bedingungen:

1) o d=bc—Ar, fir jedes i
2)  |¥—{yf2[=9:/8, wenn ¥ ein T, ungeordneter Winkel ist.

3}  o:if/d; und =/, haben eine positive untere und eine endliche
obere Schranke, da a=p.

4)  lim %;{d;=0 nach 14.
5 lim k=k(a).

Aus einem elementaren Satz iiber Quadrupelfolgen von Sk,
dessen Beweis sich 8, 41 fipdet, folgt aws 1) —5):

T—B; . 3—a

6) lim e S lim

— S Ha);

a(ry Fo A7) A’”¢'=
und

As(ry, 9 Apy Ar)y=w—oc;=(Bi+8)Ariteia(ry, ¢, Ap)Ar,
wo lHm &,==0. . :

Ebenso sieht man, da die Bildquadrupe! von 77 analoge Vor-
aussetzungen 1%)—>5%) erfiillen, dab
Aa(r+ Ar, 94, Ap, Ar)=r] —a] = (] + 3:“) Ar, 4o (r,+Ar, 0,80} Ar;?,
wo lim £=0.

Da o, Bi 7s 8 gegen O konvergieren und Ar/s; eine positive
untere und eine endliche obere Schranke hat, so ist lim +,/5,=1.

Durch Subtraktion der letzten Formeln ergibt sich dann:

Ats(r, o, Ap, Ar)=[(Ei—B)-+(0i—3)] Ar,+es(r, 9, Ap) Ar2,
lim s;=0.
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Daher gilt: _
Aoz, 9, Ao, Ar) . (B—B) 4 (3r—
e %, Be) B alrg g.he) A

lim

Wegen 6) und 6*) folgt die Behauptung 15 soba,ld wir wis~

gen, dab
hm [(“f“sa)/ G(ri’ Pa A?() Ar."}'(Ti_ﬁ:) ie ("ﬁ P Aq)z') AT¢]=

was man genau so, wie Formel (*) von S. 37 beweist,

Wir setzen nun: o(r, 9, A¢)/d=G(r, ¢, Ap),
G(r-l-L\r, P A‘]))--G(?“, @ A?)EAG{.?} P A?: A?‘),
AG(r+Ar, o, Ap, Ar)—AG(r, 9, A9, Ar)=A2(r, 9, Ap, Ar).
_ Dann lautet die Behanptung von 15 -
A G(r;, 94 Ao, Ar,)

- Jim G(r; 9, Op;) Ar% m-—k(r5 ?)s

wobei G(0, ¢, Ap)=0 und fir »—0 gilt: 3G(0, ¢, Ag)/0r= lim
G(r, ¢, Ap)/r=1lim o(r, ¢, Ag)/rb=2/d . sin ¢/2. Fir {—0 konver-
giert dies gegen 1. Aus diesen Tatsachen folgt leicht:

16. Ist ar=(ri, ©) (i=1, 2, ... ad inf) eine gegen den
Punkt ao=~{_r, @) konvergente Folge von Punkien der trapezreguliren
Umgebung U von p und ist Ag; ¢ine gegen 0, 2% oder — 2= Lonver-
gente Folge von Zahlen 0, 2%, £ — 2n, so gilt lim G(r; 9, Ap)=
=G (14, 9o}, 00 G (7, 0) die den Bedingungen G (0,9)==0,0 G(0,3) [dr=1
gentigende Lisung der Differentialgleichung

2 b, @+k(r, 9) Gir, ) =0 ist.

Daf E eine Gaubsche Flache ist, fiir welche x(p)-—k(p) gilt,
ist also offenbar erwiesen, sobald noch pezeigt ist:

17, Sind a;=(r;, @) und ci=(ri+Ar, q:;—l—Acpt) zwei gegfm
einen Punkt ay==(r,, %) konvergente Punkiefolgen einer hinlinglich
kletnen Umgebung U, wo v,>0, Ar, =20, Ar24 A0, lim Ap,=0,

danm gilt lim o ¢, [ Arit+ Gi(r, ¢,) BDg? =1.

Zum Beweise wihlen wir U so klein, daf U regulir ist und,
wenn K eine Majorante aller Zahlen %k(p) auf R ist, einen Ra-
divs <=/}| K] besitzt, da dann aus Sturmschen Sitzen folgt, dah
fir 30 stets Gor, o)>0 gilt. Falls Ag,=—0, so ist 17 evident.
Sei also Ap;+0. Dann gili zuniichst Iim G (ry, 0, A0/ G (ry, )—1;
denn ist @y=p, so folgt dies wegen der gleichma#Bigen Stetig-
keit von G(r, ¢) . darans, dab lim G(r;, ¢, Ap)=G(ro, po}+0;
wenn dp=—yp daraus, dag lim Gry 2)/r=1 und wegen 10
lim G(ri, 9,y A9)/r;—1 gilt. Auf Grund der damit bewiesenen
Bezichung geniigte also fir den Beweis von 17 zu zeigen, da




40

lim a, ¢ /}Ari3-GE(r, , Ap)Agi=1 ist. Fiir Ar,=0 ist dies evi-
dent. Wenn Ar;=£0, so betrachten wir die Punkte b,=(r;, p:i+A9:)
und di=—=(r,+Ary, p) nnd die Polartrapeze 7i=={a, b, ¢;, d;}. Da ihre
zngeordneton Winkel gegen O konvergieren, also lim <a;, 4, ¢;=90°
wnd o, ¢/ I/Arg'}‘("(rn o A7) Apt=aic/ V(a'-;? b,)? -+ (bic))* ist, so er-
gibt sich 17 nach dem Pythagoriisehen Satz.

Wir beweisen nun als Anhang zu diesem Kapitel zwei in ihm
verwendote elementare Hilfssdtze iiber Qunadrupelfolgen.

Hilfssaiz 1. Vorausselzungen. Fiir jedes natiirliche i scien ge-
gegeben:
erstens eine Zahl k;, so daf k| beschrinkt ist;
zweitens in Sy, ein echtes Quadrupel {a:, by, iy d,}, fiir welche a;di=
=by¢;=p; und fiir welches wir setzen: a;b,—=a; cdi="1i; Laydei—
=000+ at;; L a;b;0==9004B,;; I b e dy==90"—y;; ey dy a—=90"—8;;
[ —B | =15
drittens ein {:;>0, so daf lim ;=0 und folyendes gill:

1) gi/§: hat eine positive untere und eine endliche obere Schranke,

2) G~/ B =4 (8 fitr L=, By ¥ O,

3) o /by und /¢ sind beschrinkt; /e, hat eine positive
untere und eine endliche obere Schranke.

4:) lim 9{4),'/6;=Q.

Behauptung: I) | 8—y:| —ni=eopp, wo lim =0,

I} Wenn o;/; eine positive untere Schranke hat, so gilt aufer-
dem Yi=0;—Nkioipi/ 24 vamape und Syt Nkioip [ 24+ minip, wo
lim N==lim N==1 und u;, p; beschrinkt sind.

Sei zum Beweis etwa «,= 0. Aus 1), 2), 3) folgt leicht, dal
d; und c; fir fast alle ¢ auf derselben Seite von ;b liegen. Sei d;
ein Pankt von S, der mit d; auf derselben Seite von ;d; liegt
und so, dab a;di==p; und ¥b;a;d,=90°+§; gilt. Dann haben wir
K dsardi==n;, also

5) %:bici d;——:%:agdéc;w——90"—ﬁi——k;F(a5, b;, Cq, d;)/?, wWo F((’Ii.}
by, e, d;) den Fldcheninhalt von (ay, &, ¢, d3) bezeichnet, und

6) ia(d;d,=90°——7j‘/2+k, F(Gi, dg, d}}=90°—v,-"q;/2, wo
lim v,—1. Wegen lim Fa;, b, e, d))/4:=0 und {Bi—d;/2|=¢:/8
folgt aus 5) und 6)

T Lagdim+Aa,d; di<Z1800 fiir fast alle 4, also

B) Ha;diei+La, did—L e didy

Ags 7) folgt, daB d; nicht im Innern des Vierecks (a;, &, ¢, di)
liegt, so daB

9) %:biC(diza:bicid;—{d;Cidi.

Anwendung des Sinussatzes anf das Dreieck (d;, ¢, dy) ergibt
sin L dj ¢;di—=sin L e; didi sin (d; d; [E) /sin (s ds k). Hierans folgt
wegen 2} und wegen der Beschriinktheit von (180°—<le,did))/ ;>0
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10) ‘é:décidi=£-:zu:-’i7']iPi/Ti=Ziq’i’]i?i/cig wo (=0 mnd be-
schrink? ist.
Aus b), 9) und 10) ergibt sich 909 —vy,— X b;c,d;— 900 F; +
+ ki Fas, b, ¢5, di) [ 2—Zimepila/ o1, also
11) ye=Bi—F: F(ai, by, €, di) [ 2+ Codenipi / 50
Hieraus folgt wegen o+ fi—Yi— &i=ki ¥ (as, by, i, di}
12) B«ZKH- ks F(a‘-, by 0 d;J/Z%Ci 4/: ’]sPs/Gs—ksF(ai, b;, Cz di)»
Sobtrahiert man 11) und 12), so ergibt sich
13) 8:'—]fim?)':"l‘ki [F(aia biu Ci, d;)—F(a’iu biﬂ Giy d‘)] _2Ci“l’m‘ Pf/ﬁ-ﬂ"
Nun ist offenbar | F(a;, b;, ¢;, di)— F (e, bs, 05, &) | = F(ds, €1, d3) +
+F{d;, ai, 4)) und F'(d.. oy, di) /00 konvergiert gegen (. Awms 10)
folgt, daB auch lim F'(d;, ¢, d;) /%:00=0. Auns 13) ergibt sich also
8!._"'Ti=7ji+3;"]ipi‘“‘"EZi‘;’i"]iPi/aia wo lim &;—0.
Nach 4) folgt hieraus
[ 8wy | — === ipi-— 2L nipi [ 01, WO lime,==0
und daraus wegen {;=0 die Behauptung I).

Hat o;/d: eine positive untere Schranke, so gilt offenbar
lim+/6;=1 wnd hm ¥ (a;, &, ¢;, di}/c;p=1. Aus 11) und 12) ergibt
gich unmittelbar die Behanpiung II).

Hilfssatz 2. Aufer den Voraussetzungen von Ifilfssatz 1 gelte
V) bimky=k; 2) lmn/bi=0; 3) s:/{ hat ecine positive untere
Schranke. Dann behaupten wir: '

1D tim (y—Bs) [ ospi=e=tim B~ [ 10— — K [ 2,

IV) vi—o, =B+ ) +e0,pf, wo lime,=0.

Wegen 2°) und 3") gilt lim »; /5,=0. Hierans und aus 1) ergibt
sich III) unmittelbar anf Grund der Behauptung II) von Hilfssatz .
Nach dem Kosinussatz erhalten wir, wenn wir A;=1/+? setzen:

COS ;6 7¢=C0S T; [ 7; COS p; / 71+ cos (90°—8,) sin 7/ r; sin i / 7,
COS 03 ¢; ] #4=C05 6; / #; €03 p; / #;-}- €08 (90° - B;) sin 5, / #; sin g: / 7.
Hierams ergibt sich
eo8 T3/ r;— €08 6; / ri==—1tg p: / r;[8in B, 8in 6; / r;+sin §; sin 7 /7]
und darauns wegen lim 1;/6,—1
(262 ey (14 wya?) f @=1g o, [ r; [sin f; sin o; /7,4 sin §; sin %, /vy,
wobei ; beschriinkt ist, also
(32—a2) [ 2==p; (6, + d:%) +vio? g8, Wo v beschréinkt ist.
Hierans ergibt sich
Ti—p8£1/2. l/ 4028;+4 (52 + 2 pi o+ 2vial ).
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Da 7.>0 gilt das Zeichen -+ und man erhilt daher leicht:
—Fzs o [ L+p:f/ it 82/252 P?B?/253}+V35f9?,

wo limv,=0, also

{(+) mi—a==p:(8i + L)+ & (Sf—' B/ 20+viaigh

Ans der Behauptung III) folgt lim (Si—x‘-)/ai=0.
Wegen 2) und 3" gilt lim (2,—po)/$—=Tim (2,—8,)/ 6,;=0,
also wegen (+4) die Behaunptung IV).

IV. Die Existenz der Flachenkriimmung auf GauBischen
Flichen.

Sei F eine Gaulische Fliche im Sinne der Definition von
S. 33. Wir beweisen in diesem Kapitel: Ir jedem Punki p von F
existiert cine Flachenkrdmmung k(p) und dieselbe ist in jedem Punkt
mit der Gaufschen Kritmmung w(p) identisch.

Sei U eine Umgebung von p in F, deren Radius g kleiner
ist, als die anf S. 33 erwihnte Zahl g,. Wegen Eigenschaft 4) von U
kingen wir Polarkoordinaten mit dem Zentrum p einfihren. I7 sei
die ebene Bildmenge von /. Sie ist Teil des Kreisinnern € mit dem
Zentrum p” und dem Radivs p. Wird jedem Punkt ¢* von U, wenn
¢ das Urbild von ¢’ bezeichoet, die Zahl x{g) zugeordnet, so liegt
eine gleichmilig steiige Fnoktion in U’ vor, welche wir za einer
gleichmiibig stetigen Funktion »*(¢) auf gans C erweitern konnen. Sei
G*(r, p) die den Bedingungen G*(0, ¢)=0 und 3G*(0, ¢)/or=1
geniigende Losung der Differentialgleichung 82 G*(r, @) /0ri+x*(r, @)
G¥(r, 9)=0. Wir bezeichnen mit [J* den metrischen Raum bestehend
aus den Ponkten yon C, wobei je zwei Punkten ¢ und g% von €

als Abstund die untere Schranlxe aller Zahlen f)dri+ G¥:(r, ¢)do?,
gebildet fiir alle ¢} und ¢; verbindenden stetig differenzierbaren in
C verlaufenden Bowen r=r(t), ¢=12(¢), zugeordnet wird. Jeder Pankt
von U ist Punké von [* Wir zeigen nun

18, Es existiert ein §*2>0 derart, dafl der Abstand je eweicr
Punkte q, und g, von U, die von p einen Abstand < g* haben, identisch
ist mit dem Abstand, den diese Punkte aufgefofit als Punkte von U*
haben, und diese Zohl o kann gleichmdifig fiur alle Umgcbungen
mit Radien <py in F gewdhlt werden. Vor allem ist klar, dal jeder
in I liegende Bogen die gleiche Liinge hat, ob wir ihn als Bogen
von U oder von [J* aunffasgen. Naech klassischen Sitzen existiert
eine Zahl g* >0 (. zw. gleichmiBig filr die verschiedenen Umge-
bungen), so dad in der Menge U*(g*} der Punkie von U*, die von p
einen Abstand < g* haben, zu je zwei Pankten ¢* und /* genau ein
gie inmerhalb U*(¢*) verbindender Bogen B* existiert, dessen Linge
ein relatives Minimum ist, d. h. nicht unterschritten wird von den
Lingen aller hirreichend benachbarten, a* und 5* verbindenden
Bogen. Die Linge dieses Bogens ist zugleich ein absolutes Minimum.
Zum Beweise der Behauptung 18 geniigt es, dieselbe fiir Punktepaare
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91, 93 20 beweisen, die nicht zur Schale von U beziiglich p gehoren.
Nach Eigenschaft 5) von I/ enthdlt die ¢, und ¢, verbindende Strecke
&8 in U keine Schalenpunkte. S aufgefafit als Teilbogen S* von U*
liefert offenbar ein relatives Minimum, welches zugleich ein ahbso-
lutes Minimum ist. Da S§* und S dieselbe Liinge haben, so ist nnsere
Behauptung bewiesen.

Wir bezeichnen als ausgezeichnet eine Umgebung von U von p
in F' vom Radius p, wenn p<(p, p<{¢* nnd x{g) < w%/16® fiir jeden
Punkt ¢ von I, Jede ansgezeichnete Umgebung & hat offenbar fol-

- gende Eigenschaften:

a) Ist k" die obere Schranke von x{¢) in U/ und % eine be-
liehige Zahl =%", so ist jede Kugelumgebung in S, derem Ra-
dias = als der Radius von ¥, konvex. '

b Ist {a, b, ¢} ein beliebiges Punktetripel in U, k eine belie-
bige Zahl = als die obere Schranke von xz{g) in U/, dann gibt es
in 8, ein zu {e, b, ¢} kongruentes Tripel.

In Analogie zu den Hilfssitzen 2, 8, 4 tiber S gelten ferner
folgende Stitze:

19. Sind p, o, b drei nicht lineare Punkte einer ausgezeichnelen
Umgebung von p und ist ¢ ein Punkt, im Innern des Winkelraumes
awischen den Strecken pa wund pb, fir den cp=0bp, so ist ac<ab.
Es exisiiert ein Ponki 2 zwischen @ und b, der wegen der Kon-
vexitiit von U in U liegt, so dab p, ¢, « linear sind. Ist z—¢, so
ist ac=—ax << ab. Liegt ¢ zwischen p und z, dann sind, da p, a, b, =,
sowie p, @, ¢, = nicht linear sind, wegen Eigenschaft 1) von U
die Tripel @, ¢, # wnd p, b, » nicht linear. Also gilt ax-zc> ac,
“#b 4-bp > wp=urc+ cp=wxc+bp mithin xb>xc und daher ab=ax+-
+ab > az+2xe > ac. Analog behandelt man den Fall, daff & zwischen
2 und ¢ liegt.

Bezeichnet man mit % die untere und mit & die obere
Schranke der Zahlen x=(g) fiir alle Punkte ¢ der ausgezeichneten
Umgebung U vor p, so gilt, wenn man in ¥ Polarkoordinaten ein-
filhrt nach bekannten Sitzen von Sturm

G"’("v @)_E_G(r, ?)EG};M(T, ),
wo Gi(r, ) und G(r, ¢) die Funktionen von 8. 26 und 3. 33 sind.

20. Ist die Umgebung U(p;¢) von p mit dem Radius o ausge-
zeichret, k' die untere, k" die obere Schranke der Gawflschen Kriim-
mungen in U(pse), Sferner la, b, ¢} cin nicht lineares Tripel in

Ulp; 2/4), &V, ¢} bew. {a”, b”, ¢”} ein Tripel in Sy baw. Sir,
so daff 2be—g’ b — =a" b7, ac=d ¢ =a"¢" und Lbae—mXb dd—
Kb a" " gilt, dann st b’c’>bc>b” : Aug der Dreiecksunglei-
chung folgt unmittelbar, dab U(a; ¢/2) Teil von U(p;p) ist. Also
ist k" nicht grofier als die untere und %" nicht kleiner als die obere
Schranke der Zahlen =(g) fiir alle Punkte ¢ von U{a; g2). Da
U(p; p) ansgezeichnet ist und mithin &” < .7w%/16¢® gilt, ist daher
auch Ula; 9/2) ausgezeichnet. Wir betrachten sine Erweiternng
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U*(a; ¢/2) von Ul(a; p/2), wie sie auf 8. 42 betrachtet warde, wo-
bei fir die Erweiterung 2*(¢) von x(g) die Ungleichung &' =<
=< x*()=k” fir alle Punkte ¢* von U*(g;p/2) gelte. Esist daher
G = GF = Gy fiir jeden Punkt von U*(e;p/2). Wir filhren in S,
Polarkoordinaten eir mit dem Zentrum & und so daf & und ¢ die-
gelben Koordinaten hahen, wie &, ¢ in U{a; p/2). Die Gleichung der
Strecke b'¢’ sel r=—f(p) (o, ==0=0,}. Da U{a;p/2) ausgezeichnet.
ist, so ist wegen Kigenschaft aj die Umgebung U(e'; p/2) in Sy
konvex; mithin liegt der Bogen r=/7(¢) in U(a"; §/2). Daraus folgt,
dal ein Bogen B* mit der Gleichung r=7F(p)(p,=9p=¢9,) in
U* (a; p/2) existiert. Wegen G* = Gy hat B* eine Linge (8% =bd'¢.
Wegen be==bFc*="{{B*) gilt dc==t'¢. Analog zeigt man, dab
bez=b"¢" ist. :
Aug 19 und 20 folgert man miihelos

21, Ist U(p;) cine ausqezcichnate Umgebung, &' die untere,
k" die obere Schranke der Gaufschen Krimmungen in U(p;p),
Jerner la, b, ¢| ein nicht lineares Tripel in U(p; p/4), 1o/, ¥, ¢’} baw.
{a”, b7, ¢"} ein 2u {a, b, c} kongruentes Tripel in 8y bzw. 8., so
sind die Winkel in {a, b, ¢} = bzw. == als die entsprechenden Winkel
in {a, b, ¢’} bew. {a”, 3", ¢”l. Wir beweisen nun:

22. Ist U(pip) eine ausgezeichnete Umgebung, k' die untere,
k" die obere Schranke der (aufischen Kritmmungen in U(p:p),
Jermer Q=la,, as, @y, a,} ein belichiges Punkiquadrupel in U({p; o/4),
donn existiert eine Zahl k, so daf ¥ =E<<k" und Q in S, einbetthar
isf. Wir unterscheiden zum Beweis fiinf Fille:

) Q ist nicht echt; 1) @ ist linear. In diesen Féllen folgt
22 unmittelbar aus Eigenschaft 4) von U(p; p).

It} @ st ein echtes micht lincares Quadrupel, das ein lincares
Tripel enthdlt. Es liege etwa a, zwischen a; und a5. B sei §'=
—{al,...} ein Quadrapel in S, Q"=/{a7,...] ein Quadrupel in
8y, s0 dall o;a—=d;a~=a]a; fir alle Indexpaare (i,7) aunBer
(3, 4) gilt. Die Existenz von ¢ und Q“ folgt unmittelbar aus Eigen-

schaft ). Wegen der Kongruenz der Tripel: {a,, a,, a,), {0 @,d},

o ” s s r ! ’ L - L3
{a}, ag, a7} gilt nach 21 Yala, 0, =L, a0, =L aja a,. Fir die
Nebenwinkel gilt dann: Xa e, a, == X ay a0, =2 ¥ a, a,a,. Aus 21
und 2 folgert man dann mithelose) o) = ag a, = a; a; nnd darans die

§ —
Behauptung.

1V) @ enthdlt Eein lineares Tripel und es gibf einen Punkt,
elwa @, so daft La, a0, + La a0, + Laya,0,—2% gilf, wofir
wir auch knrz sagen werden, dafi a, zwischen den Punkien a,, a,, a,
liegt. Es sei Q"=la],...} ein Qoadrupel in Si-, so dab a;a’ =

=ua;a, fiir alle Indexpaare aufer (3, 4) gilt und a?, o] auf verschie-

"o

degen Seiten der Geraden «f ] liegen. Die Existenz von @7 folgt
unmittelbar ans Eigenschaft 5). Nach 21 gilt dann a]aja) ==
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=L, a0y und Yala)a] =Vay a0, Da ay zwischen a,, a5, a,
liegt, so gilt e, ay0; 4+ Lay a0, > 7, also erst recht Fa|a)a;+

o 2 ” 4 o " 4 " ” ” " ”n . " r o
+ ¥ oy a o] > = Darans folgt: < aj a; a] + ¥ a] aya; + Y a, e, a) =

i oo "

=2% und mithin Yala; e < XLa;a, 0. Aus 21 und 2 folgt dann:
(+) a, 0 =a,a,.

Wegen Kigenschaft b) gibt es ein Quadrupel @'=(a|,...) in Sp,
80 daB a;a—a;d, fir alle Indexpaare auber (3, 4) gilt und ay, o]
auf verschiedenen Seiten der Geraden «| g, liegen. Ist nun erstens
L a)aya,+ L a) a0, > =, dann ist L) a0, +a; a,a,+¥a,0,d,

3P =
=2=; nach 21 haben wir Xa|a ;=< a,0,0; und L d|aja,=
=Xy ey, also Laya,a, =L aga,a, Aus 21 und 2 folgt dann

a, @, =zasa,, woraus sich wegen (4) die Bebauptung ergibt. Sei
2weitens J.a, @, .+ a oy 0, =7, Wegen Laaja; +La] a;a;>w
gibt es eine Zahl i* (' ==i* <%k"), so daB 8§ ein Quadropel
Q*=lej, . . .| enthillt, wobei aja’=a;a,; fir alle Indexpaarc auber
(3,4) gilt und a zwischen a} und @] liegt. Daraus folgt a}a} >>
> @y a,, worans sich wegen (+) und wegen %' =5 k* die Behanptung
ergibt.

V) Keiner der Fille T)—1V)} liegt vor. Man kann die Punkte
von ¢ s0 numerieren, daf die Strecken a, @; und @;a, sich in einem
inneren Puakie x schneiden. Da a, und @, in U/ (p; 2/4) liegen und
U(p; ¢/4) konvex ist, liegt @ in U(p;p/4). Wegen Eigenschaft b)
existiert ein Quadrupel '=la;, ...} in Sy, so dab o a/=aq, fiir
alle Indexpaare anfer (3, 4) gilt und o, @, auf verschiedenen Seiten
von der Geraden a) e, liegen. Es sei 2’ ein Punkt der Strecke
@ ay, so dab &, 2'=—a, @ gill. Wir beweisen: ajo’ =5 o;2. Zu diesem
Zweck sei a, ein Punkt in Sy, so dab aja,=asa, und ajo'—ayx
gilt. Nach 21 ist <o 2'¢y=¥axa; und mithin Xa,z"a;=
= L ayzay. Daraus folgt wegen 21 und 2, dab a, e; = a, a;—a, a;
ist. Wegen 2 ist dann <« o] a; = ¥ e} a] @, woraus ebenfalls wegen

271787
2 folgt: o) @’ == a o’ =a, 2. Ebenso zeigt man: o, +'=a,2. Also gilt

I3

4
(++) a0, =0 xtre, = a ' +x 0, > ojal.

‘Wegen Eigenschaft §) existiert ein Quadrupel Q"=={a], ...} in Sy,
80 dall o] a;—a;0; fir alle Indexpaare auﬁ”er (3, 4) gilt und «, a,

anf verschiedenen Seiten von der Geraden «] a, liegen. Es sind zwei
Fille moglich:

1. Die Strecken o] a; und aja; schneiden sick in einem inne-

ven Punkte 7. Es sei @ ein Punkt der Strecke a, a,, so dab a, &=
—ay;z” gilt. Um zu zeigen, dab ajz” Z=a; T ist, sei a; ein Punkt
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in S, so dab a] a;=0a, 2 und z” a;=—:Fa, gilt. Nach 21 ist dann
A o &’ oy = Lo, was, also ¥a’ 2" o)== L ay¥a;, woraus wegen 21

i "

und 2 folgt, daB o) a; =a, a3%a2 a;. Daraus ergibt sich ebenfalls

wegen 2, dab ¥ a” ] 0 = ¥ 2" o’ a} und mithin 2" a; = " a}="7a,.
Analog zeigt man: 2”a) Zwa,. Also gilt ola; —aja" 2”0 =
=a, T+ #a, = 0y a,. worans wegen (+ +) die Behauptung folgt.

2. Die Sirecken ofa, und a: schneiden sich nicht im Inne-

ren. Daon muf entweder ¥ a; o) e, + X a,a]a; > = oder Laja, a4, +

+¥aja,a] > gelten. Es gelte etwa die letztere Ungleichung. Da

nach Voraussetzung die Strecken oo, und age, sich im Inneren
schneiden, 80 ist < a, a, a; +<L a, 4, ¢, < ™, also wegen 21 ersi recht
A a) ay oy +L o) aya, < w. Es gibt also eine Zahl k* (&' =ik*=<k"),
s0 daf Sis ein Quadropel ¢*—{o7, ...} enthals, wobei o} a’—=asayr

*

fir alle Indexpaare auBer (3, 4) gilt, und aj zwischen af und a
liegt. Es gilt daher o} a}=—«;a*+a; a]==a, a5 +a; 0, >> a, a,, worans
wegen (-+ +) und wegen k' =<}*<<%"” die Behauptung des Satzes 22
folgt, der damit in allen Fillen hewiesen ist.

Aus 22 folgert man milhelos die zu Beginn dieses Kapitels
formulierte Behanptung.

94. Kolloguiwm (26. V1. 1935).

Uber mehrfache Erreichbarkeit eines unzerlegharen Kon-
tinuums. Von J. Novak, Brao.

Satz. Es sei F ein unzerlegbares Komtinuum in der Hbene,
Gy, Gy oohy Gu(nZ=2) selen panrweise verschiedene Komplemen—
tdrgebicte vor F. Sind dann +» paarweise fremde Teilkontinue
Ci, ..., Cr von F gegeben, von demen jedes aus mehreren von den
(rebiefen G5 erreichbar ist, darunter r, Kontinua, deren fedes aus X

von den Gebicten Gi erreichbar ist (2=)=5n), so daff r=3 1,
dann gilt ﬂ A==t
Y (A—1)m=n—1.
A=g

Korollar. Ein unzerlegbares Kontinuwm F, das in der Ebene n
Gebiele bestimmt, besitet hiichstens n—1 mehrfach erveichbare Punkte.
Das Kontinuum B, von Knaster (Fund. Math., 7, 8. 271) zeigt,
daft die Grenze n—1 scharf ist,

Zum Beweis wihlen wir in jedem Gebiete &; einen Punkt p;
(i=1, ..., n). Jedes der . Kontinna C;, das aus X von den Ge-
bieten G; erreichbar ist, verbinden wir mit den in diesen Gebieten &5
gewdhlten Punkten p; durch je einen einfachen Bogen, der mit
Ansnabme eines Endpunktes ganz in G; verlsuft. Im ganzen liegen

also ¥%r; Bogen vor, von denen wir voraussetzen diirfen, dab sie
=2
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paarweise hochstens Endpunkte gemein haben. Wir hezeichnen nun
mit £} einen Graphen, dessen Strecken die eben konstruierten
ks, einfachen Bogen und dessen ,Endpunkte” die 2 Ponkte

P1y - - oy Py soWie die r Kontinma €, ..., €, sind. Es gentigt zu
beweisen, dafi jede Komponente dieses Graphen  ein Baum ist.

Denn dann ist ja bekanntlich die Anzahl iln der Strecken von
A2

kleiner als die Anzabl = +Zn:” der Endpunkte von £2 und das he-

K=2
sagt gerade die zm beweisende Ungleichung. Machen wir also die
Annahme, dab nicht jede Xomponente von £ ein Baum sei! Dann
gibt esin £ einen einfachen geschlossenen ,Streckenzag®, der offen-
bar mindestens zwei der Punkte p,, ..., p. enthalien muf. Unter
diesen Punkten existieren also zwei -— wir hezeichnen sie mit p
und p’ — s0 dab es zwei Teilkoutinea £} und O, von Q gibt,
deren Durchschnitt aus den beiden Punkten p und p° besteht. Be-
kanntlich gibt es zwischen p und p’ irreduzible Kontinua K, =,
nnd K, e0),. Nach Rosenthal (Sitzb. Miinch. Akad. 1919, 8. 91)
ist das Kontinuum KX, + K, gemeinsame Begrenzung von zwei Ge-
bieten H und H'. Da F.(K,+K,) = (;+ .. .4+ C, gilt und die G
echte Teilkontinua des unzerlegbaren Kontinmums F sind, so ist die
Menge F—F . (K,+K,) bekanntlich zusammenhiingend, so dal ent-
weder H oder Y za F punktfremd ist. Dann ist aber H fp+p”
oder H+p-+p eine zusammenhingende Teilmenge des Komple-
mentes von ¥ und das ist ein Widersprueh, da ja » und p" in ver-
schiedenen Komplementdrgebieten von I liegen.

. Uber die Bettischen Gruppen kompakter Riume?!). Von
E. Cech (Brno).
B sel ein kompakter Raum, ® eine Abelsche Gruppe. Ein
(n, ®)-Grenzeyklus in R ist eine Folge {y:}° von algebraischen n-
Zykeln in R, deren Koeffizienten & entoommen sind, und fiir die
es zit jedem £>0 ein m gibt, so daB: (1) fir é>m v ein (n, €)-
Zyklns®) ist; (2) fiir i>m und j>m vy, und +y; =-homolog?) in R
sind. Zwei (n, ®)-Grenzzykeln {v;} und {v;} sind #Hguivalens, wenn
es zu jedem £>0 ein m gibt, so dab fir i>>m v; und y; c-homolog
in R sind. Aquivalente (r, ®)-Grenzzykeln werden immer identifiziert.
Die (n, ®)-Grenzzykeln in E bilden eine (additive} Abelsche Gruppe
B, (R, ®), die volle n* Bettische Gruppe des Raumes B bei Koeffi-
zientenbereich &.

Y Xin sehr wesentlicher Teil der hier mitgeteilten Sitze wurde etwa
gleichzeitig und villig unabbingig auch von N. E. Steenrod gefunden; 8. seine
demnichst in den Prec. Nat. Acad. erscheinende Note ,On universal homology
groups®, die ich in Manuskriptform zu lesen Gelegenheit hatte.

) D. k. die Durchmesser der Simplexe sind simtlich <Ce.

%) D.b. es gibt in R eive algebraische (n+41, 2)Kette (vgl. Anm.®) mit
Koeffizienten ans &, deren Rand gleich 17— st




